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�P)�'�+ �)����� � $� !#� #!&��$ � '�# !# �"Q��� %��$�� ) �
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#������# � :[1 H'���# ,���$�� �# :\\; )� �!���#�&�. �# !#� �����$� �#������

�)��� � ��@� � ����� ��'�- �# :\\[. �# ����#"!�*� )� �!D'��. !#� '��� )��!�)�
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���)'���&#�)�� �# ���(!�� �&�)�Q�$��. '�#� )�� ��O�� ����������� �����)'��$�� )��
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#�$�&�*�#- �� ���#���� '���. � #�$�&�*�# $� #!&��$O�� %4# ��)$� !��&�A�$� ����
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��!�&#�)�� �� #�$�&�� ,@��'�� � #���#3��'�� (!� �8������# � '�#�����#�)��



:\

$� #!&��$O�� � � � ����$��$������ (!�)$� �� ����� $� ��#!&��O�� $� �%�)��� $�

�P)�'�. � ���#���# ��#!&�� � #�%�#�)�� $� !# *�!�� $� �)$�%@$!�� $!��)�� �

�%�'!�� � $� *��)$�� �#"��)���-

��� �
������ 	� �����
��

	� ��!��� '�)���� !�"�)�� '�)'�)���# !#� ���,!� � $� �)$�%@$!�� &�'�&�A�$��

�# ����!�!��� � �$�H'��O�� '�#�&�8��. '�#� *�)3���� �������%��. '�)���� '�#��'����.

����������. ��'- ����� �#"��)��� � � '&���#�)�� �$�H'��O�� $� #L&���&�� �)$���� �

) � ��$�# ��� �������)��$�� ��� !#� ��&!� � "�$�#�)���)�& �# ��#!&��O�� "����$��

�# 5@��'�- ���� *��! $� &�"��$�$� �8��� G(!�&�� �!�����$�� ��&�� #�$�&�� ��!���

$� ��#!&�� �. �)'�)���$�� )� &������!��. D � &�#���� � $����� �# ��#!&�� �*�)��� �#

�����)�� ����*!&���� �! )� �����)�� $� ��#��� � ��'�$��-

�&D# $����. ��#!&��O�� ,@��'�� � � '!������. � ���� #�$�&�� �%�&��# � �)����� �

�)��� '�$� �)$�%@$!� ���� ��!�&�A�� �!�� �����O�� ����'���� �# '�$� �)���)�� $�

��#��- �# �#"��)��� '�#�&�8��. '�#� �� �)������#�)�� '���$��. � )L#��� $�

�)$�%@$!�� �!#�)��. ���)�)$� � )L#��� $� �)�����O�� ��)$� #����- ������ '����.

���)���� )�'���3��� � !�� $� �D')�'�� (!� $��%�)'!&�# '3&'!&�� � �)�����O�� (!� ) �

� � )�'���3����-

��� ���
����


���� ���"�&B� ��# ��� �"Q���%� #�$�&��. #���#���'�#�)��. !# �#"��)��

���$�#�)���)�& ���� ��#!&�� � $� B!#�)�� %���!��� �# ���!��O�� $� �#��*4)'��-

�&D# $����. �)��)'��)���� �#�&�#�)��� !# ����9���� '���A $� �8�'!��� ��#!&��O��

'�#���@%��� '�# � #�$�&� � �%�&��� !#� ��(!����!�� $� ��#!&�� � '�)'����)��

���� � #�$�&� "�$�#�)���)�&. '�#� !# ���!$� $� '��� ����. �����%�&#�)��. !#�

�#�&�#�)��� � $� #�$�&� ���$�#�)���)�& )���� ��(!����!��-



01

&<)<& �"=�#%��� ��2��>:���

• ��$�&�� H��'�#�)�� !# )�%� '�)Q!)�� $� ,����� (!� ���#��� $��'��%��

��#!&�� � $� #!&��$ � �# �#"��)��� ���$�#�)���)���M

• �#�&�#�)��� !# ����9���� '���A $� ��#!&�� ���!��O�� $� �P)�'� �# �#"��)���

���$�#�)���)���M

• 	"���. � ������ $� ����9����. !# '�)Q!)�� $� ���!&��$�� ����@%��� $� �%�&��� �

)!#D��'�M �

• ���%�� �),��#��O�� ���� %��!�&�A�� � $� B!#�)�� %���!��� ����'!&�$�� �

(!�&�H'�� � $� ���!&��$��-

��� ������ ���� 	� ��


������

���� ���"�&B� $� $�������� � ���3 ��*�)�A�$� '�#� ��*!�- �� ���@�!&� 0

� � ������)��$�� �&*!)� '�)'�����. '�#� �*�)��� �!�V)�#��. *�!��� $� �*�)��� �

'�#�����#�)��- a ������)��$� !#� ��%�� � "�"&��*�3H'� ��"�� � ��#� � $��'!��$�.

�# ����'��&. �9��'�� ��"�� ��#!&�� � $� #!&��$O�� ��*��$�� ��� ,����� ��'����- ����

'��@�!&� ���#�)� ����#�)$� $��� ���"�&B�� 'B�%� ���� � $���)%�&%�#�)�� $����

$�������� �+ � ���#���� ��� ���%�� $� #�$�&��"��� �� $�#��� #�$�&�*�)� "����$�� �#

5@��'�. � � ��*!)$� ��� �����)'�� �� #��#� ���Q��� (!� ���� �� �)(!�$��- ��*!�)$�.

)� ���@�!&� C. � � ������)��$�� �&*!)� '�)'����� ��&�'��)�$�� � ���*��#�� � �#

#3(!�)�� #!&�����'����$��. ,!)$�#�)���� ���� � $��'��� � '�)'����)�� $� !#

��#!&�$�� $� ,����� ��'���� �# ��&!� � "�$�#�)���)�&- a ������)��$� � ��(!����!��

����&�&� $����� #3(!�)�� � � )@%�& $� '�)'���4)'�� (!� $�%� ��� �8�&���$� )����

��(!����!��- 	 '��@�!&� ������)��. ��)$�. ,����#�)��� (!� �����"�&���# �"���

!# ���!&��$� $���Q�$� )���� '�)H*!��� � $� '�#�!��$����. � H)�&�A� $��'!��)$�

�#�&�#�)���O�� $� ��#!&��O�� �# ��(!����!��� ����&�&��-

	 ���@�!&� F ������)�� � #�$�&� #���#3��'� �������� )� ��'��� $� ��)��� $�

��#!&�� � $� N!#�)�� ����!��� <��N!�=. ���Q��� $���)%�&%�$� �# '������� � '�#



0:

� N� >����&- 	 �"Q���%� D ���%�� � #�%�#�)�� $� #!&��$O�� �# ���!��O�� $� �P)�'�

�# �#"��)��� ���$�#�)���)���- 	 '��@�!&� $��'��%�. ��)$�. � )�'����$�$� $���� ����

$� ��#!&�� � Q!)�� � �������� $� ��&!� � ���� � #�$�&� "����$� �# 5@��'� ��������

��� N�&"�)*. � $��'!��$� )� ���@�!&� 0-

	 ����9���� �#�&�#�)��$� ���� �%�&��� � #�$�&� #���#3��'� �������� D

$��'���� )� ���@�!&� R- 	 '��@�!&� ������)��. ��#"D#. � ,����#�)�� !��&�A�$� ����

���� �����-

���!&��$�� �"��$�� $!��)�� ���� ���"�&B� $� $�������� � � � $��'!��$��

)� ���@�!&� ;- ����� ���!&��$�� �)*&�"�# �� ��,����� ���&�A�$�� )� #�$�&�

���$�#�)���)�& ���� ��#!&��O�� ���$�#�)���)��� � �# ��(!����!��� '�)'����)��� ����

� #�$�&� "�$�#�)���)�&-

��� H#. � ���@�!&� 2 ������)�� �� '�)��$����O�� H)��� � �������� $����

$�������� � $� #�����$�-
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����
��� �

������� �� ��������� ��  ���	��

!��
����

���� '��@�!&� ��# ��� ����9���� ������)��� !#� %�� � *���& $� &������!��

��&�'��)�$� G #�$�&�*�# � ��#!&�� � $� #!&��$O�� $� B!#�)�� %���!���- 	

�),�(!� ������)��$� "!�'� �����&��� ����'��� '�#�����#�)���� � ,@��'�� $���� ���� $�

��#!&�� �- 	 ����$��$������ )� 3��� �)*&�"� � �)������� $�� L&��#�� ��4� $D'�$�� �#

"!�'� $� !# #�$�&� ���� � '�#�����#�)�� $� �*�)��� � �� ��AO�� #���%�$���� ����

��&- � � �"��$�$�� �9��'�� ��&�%�)��� ���� ��#!&��O�� $� B!#�)�� %���!���+ �*�)���.

*�!��� $� �*�)���. '�)'��� � $� �*�)��� %���!���. '�)'��� � $� ,����� ��'���� �

#�$�&�� $� ,����� ��'����-

	 '��@�!&� �)�'�� ������)��)$� '�)'����� $� �*�)��� �!�V)�#�� �

'�#�����#�)��. )� ��(K4)'�� �8�O� ���"�&B�� ��&�'��)�$�� � *�!��� $� �*�)���

�!�V)�#�� � $��'!�� � '�)'��� � $� !# �����#� $� ,����� ��'���� "����$�� �# 5@��'�-

��� H#. $��� #�$�&�� $� ,���� ��'���� � � ������)��$��-

��� ��
��



	 !�� $� ���#� 
����� )� &������!�� D '�#!#- ����� ���"�&B�. � ���#� D

!��&�A�$� '�#� � �������)��� � $� !# ��$�����. ������ �! (!�&(!�� �!��� �)��$�$�

$���$� $� '�#�����#�)�� ��)$� '���A $� ��!��. �*�� � ������ �# !# �#"��)��
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%���!�& �! ��#!&�$�- �#"��� � !�� ������)��$� ���� � ���#� ��Q� "����)�� ����'@H'�.

�&� �� �)'�)��� $� �'��$� '�# � $�H)�� � ������)��$� ��� ���� ^����. :\\R_+

I�*�)��� � � �����#�� '�#�!��'��)��� (!� B�"���# �#"��)��� '�#�&�8�� � $�)P#�'��.

(!� ���'�"�# � ��!�# $� ,��#� �)$���)$�)��. )���� �#"��)��. )� ��)����%� $�

���&�A�� !#� �� � �! ����,� ���� � (!�& ,���# $���*)�$��-J

�#� $�H)�� � ���� '�#�����#�)�� $� �*�)��� ,�� ������)��$� ��� ��)�!&�

^��)�!&� �� �&-. :\\1_. (!� $�H)�! � ���#� '�#� � I#�$� (!� �)�#��� � B!#�)��

�*�#J- �# �!���� ��&�%���. )�� ���#��� �)��������� �	
�	��

���	 '�#� (!�&(!��

�� � $� !# ��*�)��#� %�%� �! $� !# �)$�%@$!� (!� ����� ��� �"���%�$�-

��#�����#�)�� '�#����)$� �)���)��� � B3"����. ��)$� *�%��)�$�. �# ��*�)��#��

"3��'��. ��� ��#�&�� )��!��A� "��&9*�'� �. �# �)$�%@$!�� #��� '�#�&�8�� ���

'���'���@���'�� �9'���'!&�!����-

� ��#!&�� � $� B!#�)�� %���!��� "!�'�. �����)��. �����$!A�� � �	
�	��

���	

$� �*�)���. ��!�)$� �)$�%�$!�&#�)�� �! *&�"�&#�)��. "�# '�#� �!�� ��&��O�� '�#

�!���� � '�# � #��� �# (!� ��� � �)����$��-

)<&<& �(�*#�� � (��2��

� ��4)'�� $� ��#�!��� � D '���A $� �,���'�� !# �#"��)�� ����@'�� ��

���!$� $� ,�)V#�)�� "��&9*�'�� � ��'���� � ������ $� !�� $� �!�� ,����#�)���-

�� $D'�$� $� [1. �B������B�� 
�)*��) '!)B�! � ���#� ���
 '���(��
� '�#�

��)$� � �����$!� � $� ,�)V#�)�� "��&9*�'�� � ������ $� !�� $����� ,����#�)���

#�$��)�� ^
�)*��). :\[;. 
�)*��) �� �&-. :\[\_- ��&� !�� $� ��$� ����H'��& D

����@%�& �)�&���� �#"��)��� ����� ����%D� $� #�$�&�� '���$�� ��&� B�#�# ����

�����$!A�� '�#�����#�)��� '���'���@���'�� � �����#�� )��!���� � '�#�&�#�)��� ��

'�4)'��� "��&9*�'�� �� ��)����A�� '�#�����#�)��� ��#�&B�)��� $� ��*�)��#�� %�%��

�# �!���� #����- �� �'��$� '�# 
�)*��). � ��$� ����H'��& ���#��� #!$��

� %�� � $� I%�$��'�#��'�)B�'�#��J ���� !#� %�� � $� I%�$��'�#����$��������J-

���� 
�)*��) � ��$� ����H'��& $�%���� �)8��*�� � %�$� '�#� !#� �������$�$�

$� ��*�)�A�� � $� #��D���. �� �)%D� $� !#� �������$�$� $� #��D��� ��*�)�A�$�-
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�# ��*�)��#� D � "��� $� !#� ���!&�� �. !#� #3(!�)� ��#�&��. *�%��)�$� ���

��*���. '�)���!�)$� *��)$�� �*��*�$�� � ������ $� �)����� � '�# �� $�#���- �����

,��#� � ��$� ����H'��& '�)'�)������ �# *���)��� � '�#�����#�)�� ��#�&B�)��

�� $� �����#�� )��!���� � ������ $� ����)Q� $� #3(!�)�� ��#�&��. ���)�)$� �

'�#�����#�)�� *&�"�& ����)'��&#�)�� � #��#� �8�"�$� �# �����#�� %�%�� )��!����-

�3���� �!����� ���"�&B���# )� ��)��$� $� �����$!A�� � '�#�����#�)�� '�&���%� $�

�*�)��� �!�V)�#�� � ���� ��� � $��'��%� �&*!)� $�� ���"�&B�� #��� ��&�%�)��� )�

(!� �� ��,��� � �%�&!� � $�� ���(!���� �# ��#!&�� � $� #!&��$O��-

���� '���'���@���'� $� I%�$��'�#����$��������J ��$� ��#"D# ��� %���� �#

�!���� ���"�&B��. '�#� ^��T)�&$�. :\[2_. !# $�� ���#����� '�)��$���)$� *�!���

$� �*�)���- ����� ���"�&B�. ��T)�&$� �)%����*�! � '�#�����#�)�� $� *�!���.

���)�)$���� !# $�� ���)����� $���� 3��� $�)�#�)�$� I�)�#�� � '�#�����#�)��&J.

����%D� $� !# )�%� ����$�*#� )� (!�& �����)�*�)� �!�V)�#�� $����#�)�# �!��

��9����� ��O�� <���%)
��

��� ��
�
�����=- ��T)�&$� '�)�����! (!� � #�%�#�)��

$� "�)$�� $� �3������. ��"�)B�� $� �)�#��� � '��$!#�� $� ���8�� ������)��# !#

'�#�����#�)�� '�#�&�8� � ����#�)�� %���� )� �)�#�� � '�#�����#�)��&- ��!

���"�&B� �8�&���! #D��$�� $� ��#!&�� �. '�#� ,��#� $� �%���� �� ���$�'��)���

���'����� $� '���� � !��&�A�$�� )� D��'�. �� (!��� �8�&���%�# � $��'��� � $�

���Q��9��� $� '�$� �*�)��. �)$�%�$!�&#�)��. �! #��#� ���'����� ��#���!��#���A�$��.

'�#� � �D')�'� $� �)�#�� � ��� *�+%�

�. )� (!�& � �)�#�$�� $�H)� '�)�����
��

�)(!�)�� �� $�#��� ���# �"��$�� ����%D� $� �)�����&�� �-

�# ��! ���"�&B�. '�$� �3����� �# !# "�)$� ? �	��� � ,	�*�. �����'��%�#�)��

? D '���A $� $�'�$�� �!� ��9���� ���Q��9��� ��# � �)���%�)� � $� �)�#�$��. !#�

*��)$� %�)��*�# ��"�� �� #D��$�� �)��������- ����#. $��'��%�! !# �����#�

'�#�����#�)��& $�����"!@$�. �# (!� '�$� �*�)�� "!�'� #�)��� �!� ��9���� ����� �

� ����)��� � )� "�)$� ����%D� $� "�&�)'��#�)�� $� ��4� ��*��� ��#�&��+

• ��*��*#��+,� �� "�*��+ ��$� �*�)�� ��)�� #�)������ ��$��$� $� %�A�)B��

��� ��$�� �� &�$��. "!�'�)$�. ��#���. �� ����"�&�A�� )� ����� � #D$�� $� "�)$�-

• ��%#�� ���%�?��+ ��$� �*�)�� $�%� #�)��� !#� $���P)'�� ��*!�� $�� $�#���.
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'���)$� !# ���� �,���%� �)��� �� � �*�)��� %�A�)B��- ]!�)$� !# �*�)�� ����%��

)� �)������ $���� &�#��� $� ��*!��)�� $� �!���. B3 ����*� $� '�&�� � �)��� �&��-

����� ���!�� �. �� �*�)��� $�%�# �!#�)���6$�#�)!�� � %�&�'�$�$�. �%���)$� �

����8�#�� �-

• �(����� �����%�����+ ��$� �*�)�� ��)�� �Q!���� ��! %���� ����� � '�# ��

$�� ��!� %�A�)B��. ��)��)$� #�)��� �!� ���Q��9��� ��#��� ����&�&� ��� $�#���

$� *�!��-

	 ���"�&B� $� ��T)�&$� #����� (!� �)�#��O�� ���&����� $� *�!��� ��$�# ���

'���$�� � ������ $� ��&�'�� � $� ��*��� ��#�&��. � &�'���. $�)��� $� ��9���� ����!�!��

$� "�)$�- 	 '�#�����#�)�� H)�& D ���!&��$� $� �)�����O�� L)�'�� � �8'&!��%�� ��

$�#@)�� $� "�)$�- �#"��� ) � �� ����� $� !# �����#� ,@��'� ���&. ���� D. �� �(!��O��

$� �����#� ,���# #�$�&�$�� � ������ $�� ��*��� �#������ � ) � ����%D� $� #�$�$��

� $���%��O�� $� �(!��O�� $� $�)P#�'�. ��T)�&$� $��'��%�! !# �����#� $� ����@'!&��

�# !# )@%�& *&�"�& �*!�&#�)�� ��'� �� '�#�����#�)�� $� "�)$�� $� �3������ �����-

��! �#"��)�� ��#!&�$� ������)�� '�#�&�8�$�$� O(n2). ���� ������)�� n(n −
1)/2 �)�����O��. �)$� n D )L#��� $� �*�)��� )� �����#�- ��$� �*�)�� i �)����*� '�#

�� n − 1 $�#��� �*�)���. ��*!�)$� � ��(!�#� $� �&*����#� �"��8�+
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�� 'B�#�$� �������������	���
	�� �� n �*�)��� � � �)���)'��$�� � ��'�"�#

�!�� �����O�� �)�'���� $�)��� $�� &�#���� $� #!)$� %���!�&- 	 #��#� D ,���� '�#

��!� %������ %�&�'�$�$�- 	 �&*����#� �%�&!� �# !# &���. ������)$� $!�� ������.

��!�&�A�� � ����� � $�� �*�)��� )� ��&�. '��� �8���� !#� ��@$� *�3H'�. � '�&'!&�� ��

)�%�� �����O�� $�� #��#�� )� �#"��)�� C�-

	 ���'���� $� '3&'!&� �)��� �� �*�)��� D � �#�&�#�)��� �

$�� ��4� ��*��� $�H)�$�� �)������#�)��. � 'B�#�$�� �#
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	��- ��$� ��*�� D �)$���)$�)��. �

��! ���!&��$� '�)����� �# '�&'!&�� �� %������ $� %�&�'�$�$� (!� ,��#�� � � %����

%�&�'�$�$� ���!&��)�� $� �*�)��-
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�

��$� �*�)�� "!�'� %��� �# $���� � �� '�)��� $� #���� $� '�)Q!)�� $� �3������-

���� H)� ��3��'��. ���#������ )�*&�*�)'��� � #���� �)$�%�$!�& '�)��$���)$����

�$4)��'��- 	 '�)��� $� *�!�� D ���'�"�$� ��� �&� �� �%����� �� $�#��� �*�)���

$� '�)Q!)��. $���� ,��#� � ����� � $� '�)��� $� #���� $�� n − 1 �3������ D $�$�

��&� �(!�� � 0-:-

�cj =
1

n − 1

n∑
j=1,i�=j

�xj <0-:=

� ��*!)$� ��*�� '�)����� �# #�)��� �� �*�)��� ��98�#��. ���D# ) � �"��8�

$� !# &�#��� $�H)�$�- �� ��3��'� ���� ��*�� D ��&�'�$� ���� �%���� � '�&�� � �)���

!# �*�)�� '�# �� $�#���-

� ���'���� ��*�� ��)�� ����"�&�A�� � %�&�'�$�$� $� !# �*�)�� '�# � %�&�'�$�$�

$� '�!A���� $�� �!���� �*�)���- ����� ,��#�. '�$� !# ��)�� �Q!���� ��! %����

%�&�'�$�$� '�# � $� ��! %�A�)B�. ��)��)$� #�)��� �!� ���Q��9��� ��#��� ����&�&�

��� $�#��� $� *�!��-

�vj =
1

n − 1

n∑
j=1,i�=j

�vj <0-0=

���� ���"�&B� ���%�! '�#� �)������ � ���� �!���� #�$�&�� ��#!&�$��.

�!"����!�)$� �)��*�� �D')�'�� $� �)�#�� � '�#�����#�)��& ��� #�$�&��
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#���#3��'��. ) � )�'�������#�)�� �����. #�� (!� �%�&!�# ������)��)$�

'���'���@���'�� �"���%�$�� )� )��!��A�- �8�#�&�� $� !�� $���� �D')�'� � �

�)'�)���$�� )� �)$L����� '�)�#���*�3H'�. �# H&#�� '�#� $�	� -���. "
�

�

&������ � .��
���� /
�*. �)��� �!����-

��#"D# "����$�� �# 5@��'�. �! � ���A���!&�� ^�! �)$ ���A���!&��. :\\F_

����!����# !# #�$�&� '�#�����#�)��& ���� $��'��� � $� ��$� ����H'��& $�

'��$!#��. �# (!� � �)����� � �)��� '�$� ���8� D #�$�&�$� ����%D� $� !# �����#�

,@��'� #�����#�&�- ��! ���"�&B� ������)��. �*��*�$� ��� �*�)���. %�� � ��)�D��'�

� ���'��� � $� #���. (!� �)W!�)'�� �!�� �)��)�O��. ���D# �!�� ����O�� ) � � �

���%��@%���- ����� ���"�&B� � � '�)��$���$�� ����'��� B�$��$�)P#�'�� $� #�%�#�)��

$�� ���8�� � '�#�����#�)��� "��&9*�'��. ���� '�#� �'���&�#�)��. '���. ,!*� $�

���$�$���� � �&�#�)��� � <5�*!�� 0-:=- ����� ����'��� "�����#��� )�� '���'���@���'��

"��&9*�'�� $�� '��$!#��. '�#� � �*�!��#�)�� $� ���8�� #�)���� �# *�!���. ����

�!#�)��� � 'B�)'� $� ��"��%�%4)'�� $��)�� $� ���$�$����-

5����� 0-: ? �������)��� � $� ���"�&B� ���&�A�$� ��� �! � ���A���!&��- �
H*!�� $� ������)�� !# '��$!#� '�# ��(!�)�� ���8��- � ��*!)$� #����� �
,��#�� � $� !# *�!�� $��)�� $� !# ���$�$�� ^�! �)$ ���A���!&��. :\\F_-

�� '�)��3��� $�� �)��������. (!� ��&�'�# '�)'����� $� 5@��'�. ������'

^������'. :\\F_ ���%�!��� $� 01 ��"V� #9%��� � $��'��%�! � '�#�����#�)�� �#��*�)��

� ������ $� !# #�$�&� $� ����)$�A�$� $� ��*��� ��'���� �# �����#�� #!&����*�)���-

���&�A�! !# ���!$� ��"�� '�#� �!#�)��� �� "�)�,@'��� �)$�%�$!��� #D$��� $� !#

*�!�� #�8�#�A�)$� �� "�)�,@'��� '�&���%��- ���� #�$�&�� � '�#�����#�)�� $�

*�!���. ,���# ��&�'��)�$�� �&*!)� '�#�����#�)��� "3��'��. ���� '�#� �%���� '�&�� �.

�*�!���. $��������. ��*!�� !# &@$�� � "!�'�� ��� �&*� <%	�
����=- 	"��%�. $����
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,��#�. !#� �D��� $� '�#�����#�)��� $� �&���)@%�&. ��� �8�#�&�. ,��#�� � $� *�!���

<,	�*���=-

��#"D# ��W���)$� '�#�����#�)��� ��'����. ,�� ���&�A�$� !# ���"�&B� � ������

$� '�)������ � $� (!� !#� ,��#�*� D '���A $� �)'�)���� � #�)�� '�#�)B� �)��� �

,�)�� $� �&�#�)��� � � � ,��#�*!����. $��8�)$� ������� $� ,���#V)��� �� &�)*� $� �!�

���Q��9���- ����*� � ��#"��$�&� ^����*� �)$ ��#"��$�&&�. :\\2_ ����!����# !#

#�$�&� ���� ��#!&�� � $� '�&V)��� $� ,��#�*��. $�)�#�)�$� '�� !	�	�+ �+���
 )�

(!�& � (!�)��$�$� $� ,���#V)��� $��8�$� ��� !#� ,��#�*� ���#��� � �!��� $�'�$��. �!

) �. �� $�%� ������*!�� ��� !# $����#�)�$� '�#�)B�- � 5�*!�� 0-0 �&!���� � �D')�'�

!��&�A�$�- ]!�)$� !#� ,��#�*� �)'�)��� !# ��)�� $� $�'�� �. ��#� !# $���� �

�&���9���- ���!#�)$�. ��� ���)'@���. (!� � %�&�'�$�$� $� !#� ,��#�*� D '�)���)��. �

,��#�*� (!� �)'�)���� � ��98�#� ��)�� $� $�'�� � �# !# ��#�� #�)�� ����%����! �

'�#�)B� #��� '!���- ���� ,�A '�# (!� � '�#�)B� H(!� #��'�$� ��� ,���#V)��� � &�%�

�!���� ,��#�*�� � ��'�&B�� ��!� ��9����� '�#�)B��- 	 ���!&��$� D !# '�#�����#�)��

�#��*�)�� �!��'���&@��'��. '�# ,��#�� � $� H&�� � #�)�#�A�� � $� $���P)'���. ��#

)�'����$�$� $� '�#!)�'�� � �)��� �*�)���- 	� �!����� ������)��# � �����#� '�#�

!#� ,����#�)�� $� ����9���� *���&. � (!�& ��$� ��� !��&�A�$� ���� ����&%�� ���"&�#��

$� #�)�#�A�� � '�#"�)������&. '�#� � ���"&�#� $� '��8���� %��Q�)��-

	!��� #�$�&� "����$� �# 5@��'� ,�� �������� ��� >�!%��� �� 
��. �#

:\\2. (!� ������)��! !#� �)�&�*�� �� �&����#�*)����#� �# ^>�!%��� �� �&-. :\\2_.

�)���$!A�)$� � '�)'���� $� I'��*���$��$�'�� �J � I'�#����$��$�'�� �J- ���&�A�! !#

�����#� $� ����@'!&�� �$����$�� ���� ���!$�� #!&��$O�� B!#�)��. ����%D� $� !#

*�!�� $� ����@'!&�� �)����*�)���- 	 #�%�#�)��. �"Q���%� � $�'�� � $� �*�)�� D

"����$� ���)�� �# ,����� )�X��)��)��- �� '��*�� $� $�'�� � � � �)W!�)'��$�� ��&��

'�#��� $� $�'�� � $� #��#� ,��#� (!� !#� ����@'!&� '����*�$� D �)W!�)'��$� ���

!# '�#�� �&D���'�- �# ��! ���"�&B� ,�� #�$�&�$� !#� ,���� $� ������ ���� �%����

� �!#�)�� �8'����%� $� %�&�'�$�$�. ���#���)$� ��� �*�)��� !#� %�&�'�$�$� &�#���-

������� ������� ��� ������������ ����� ���	��
� 	������������ ��������� ����	�������	�
	��� �� 	������������ �� ������� ������
�� �� ���� � ���	����  �!����� ��� ��"���� � ��
��#����� ������������ ��� 	��
���$�	�� �!�����
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5����� 0-0 ? ��$�&� $� ����*�. (!� �8�&��� � ,�)V#�)� $� �),��#�� � ��# �
'�#!)�'�� � �)��� �*�)���- �# *�!�� $� ,��#�*�� �� �)'�)���� !#� ��*� �

�#"@*!� ��#� !#� $�'�� � �&���9���- �!�� $�'��O�� ����$�#�)�� &�%�# � �����#� �
��&!� � �$��&. �)$� � (!�)��$�$� $� ,���#V)��� D #����- �� H*!��. �� &�)B��

���'�Q�$�� �������)��# � (!�)��$�$� $� ,���#V)��
^����*� �)$ ��#"��$�&&�. :\\2_-

	� �*�)��� �%���# '�&�� � � ��$�# $��&�'����� �# *�!���-

>��*�) � N�$*�)� !��&�A���# $�)P#�'� ���� $��'��%�� � '�#�����#�)�� $�

*�!��� ^>��*�) �)$ N�$*�)�. :\\R_- �# ��! ���"�&B� '�)��$�����# !# �&*����#�

���� �%���� '�&��O��. (!� $����#�)� � %�&�'�$�$� $���Q�$� $� '�$� �*�)�� $�$� �

&�'�&�A�� � � %�&�'�$�$� $�� $�#��� � �"��3'!&�� %��@%���- 5�� $���)%�&%�$� !#

#�$�&� $� ���'��� � ���� $����#�)�� �� �"��3'!&�� $� '�$� �*�)�� �# !#� �����

�)������ G(!�&� $� $��&�'�#�)��- ��#� ���!&��$�. ,���# '���A�� $� �����$!A�� �

#�%�#�)�� $� ��"V� � '�'&�����-

�!��� ������)��! !# #�$�&� ���� ��#!&�� � '�#�����#�)�� $� !#�

���!&�� � *�)D��'�. �# �#"��)��� '�#�&�8�� �# ^�!��� �)$ �B�&#�)). :\\2_-

����� #�$�&� ,���# !��&�A�$�� '�)'����� $� ��'��&�*�� ���� �8�������

� '�#�����#�)�� $�� �*�)���- �# 011:. �!��� � �B�&#�))

^�!��� �)$ �B�&#�)). 011:_ ����!����# !# #�$�&� B���3�(!�'� ���� $��'��%��

#!&��$O�� '�# $�,���)��� )@%��� $� �!��)�#��+ *!��$��. ���*��#�$�� � �!�V)�#��-

��#� ���!&��$�. $���)%�&%�! � ��!�	0�. !#� ��&�'�� � ���� #�$�&�� � *����
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#!&��$O�� %���!��� "����$�� �# *�!��� $� �)$�%@$!��-

��&$�)����)* � '�&�"���$���� ^��&$�)����) �� �&-. :\\\_ $���)%�&%���# !#

#�$�&� $�)P#�'� ) � &�)��� ���� ��#!&�� *��)$�� (!�)��$�$�� $� �*�)��� �#

!# �#"��)�� (!� ��$� ��� �$����$� �# ��#�� ���&- ���� #�$�&� ������)��

'�#�����#�)��� $� "��8� )@%�& $�� �*�)���. '�#� �%���� '�&�� � � �)'�)���� !#

'�#�)B� � H# $� �&'�)��� !# �"Q���%�- 	� �*�)��� � � $���$�� $� ����)��� � �

�)����*�# '�# � �#"��)�� ����%D� $� '�)B�'�#�)�� $� ����� � � $� %�&�'�$�$� $��

�"Q����-

>!�'�)$� �)%����*�� � '�#�����#�)�� $� #!&��$O�� �# ���!��O�� $� �P)�'�.

N�&"�)* ^N�&"�)* �� �&-. 0111_ #�$�&�! � �)����� � �)��� �*�)��� $����)��� ����%D�

$� !# #�$�&� #���#3��'� *�)���&�A�$� $� ,����� �9'������'�&9*�'�� � ,@��'��- ��#�

���!&��$�. ��! #�$�&� ��� '���A $� $��'��%�� � '�#�����#�)�� $� !# *��)$� )L#���

$� �*�)��� �# ���� ���!��O�� '�@��'��. '�#� �%�'!��O�� $� &�'��� �L"&�'�� $!��)�� !#

�)'4)$��- ��! ���"�&B� ���3 ������)��$� )� ��� � 0-0-: '�# #������ $���&B��-

�&�')T � �B�&#�)) ^�&�')T �)$ �B�&#�)). 011:_ ����!����# � '�#"�)�� �

$� !#� #3(!�)� $� ����$�� H)���� � ��*��� ���� � '�)���&� $� �*�)��� �# !#�

�"��$�*�# #!&���'�#�$��- �# "��8� )@%�&. ��$� '�#�����#�)�� '�#�&�8� D

�#�&�#�)��$� ��� #3(!�)�� B���3�(!�'�� $� ����$�� H)����. � � � ����'��$�� ���

����$�� ���'�&9*�'�� <#�$�. '���'�$�$� $� &�'�#�� �. ��'=- �# �&�� )@%�&. ��

��*��� ��&�'��)�# '�#�����#�)��� '�#�&�8�� "����$�� )�� ����$�� $�� �*�)��� �

$� �#"��)��. '�#� B�"�&�$�$� $� $��%���. ,!*��. ��'-

�%��� � �!��� ^�%��� �)$ �!���. 0110_ $���)%�&%���# !# ��#!&�$�� "����$�

�# #�#9���� %���!��� ���� *���)'��� � '�#�����#�)�� $� �)$�%@$!��- ����� ,��#�.

� ����$� �#�'��)�& �)$�%�$!�& �# �8����4)'��� �����$�� �)W!�)'�� )�� $�'��O�� ,��)��

� !# )�%� �%�)��-

>��!) ^>��!) �� �&-. 011C. >��!) �� �&-. 011R_ �8������! � �)$�%�$!�&�$�$� $��

�*�)��� ����)$�)$� � #�$�&� ,@��'� $� N�&"�)*. $���)$� '�$� !# $� �)�������� �

�"Q���%�� ��9�����- ���� �8��)� � "�������� )� �)�%�� � '�)'���!�& ��"�� �� �*�)���.

#!)�)$���� $� ������1�	2������	2
1�	- ��! ���"�&B� ���3 ����#�$� )� ��� � 0-0-0-



C:

���� ��'�)��#�)��. ���!�&&� ^���!�&&� �� �&-. 011;_ �# 011;. ������)��! !#

#�$�&� "����$� �# $�)P#�'� '�)�@)!�. �$����$� $� ^N!*B��. 011C_. ����%D� $�

!# '�#�� $� ����)'��& $�)P#�'� ^��E�). :\[2_ B��$�$� $� ��"9��'�- ��! #�$�&�

�)��*�� ��#!&��)��#�)�� )�%�*�� � *&�"�& '�# � '���'�$�$� $� $��%��� $� �"��3'!&��

� �!���� �*�)���. ��# � )�'����$�$� $� $��'��%�� �8�&�'���#�)�� � '�)���&� $�

'�&�� �- ��! ���"�&B� "�������� �# *��)$�� #!&��$O�� '�# �"Q���%� '�#!#. ) �

��)$� ��&�'3%�& �# '���� �)$� �*�)��� ����!�# �)��)�O�� $����)���. ���� ) � !��&�A�

$�)P#�'� "����$� �# �*�)���- a �$���$� !#� ������'��%� '�)�@)!� $� �����#�. $�

#�%�#�)�� %���� '�#� � #�)�#�A�� � $� �)��*�� ��� ����@'!&�- 	 ���!&��$� $� ��!

���"�&B� ��$� ��� %���� )� 5�*!�� 0-C-

5����� 0-C ? ���!&��$� ������)��$�� ��� ���!�&&� $� !#� ���!�� � $� �P)�'�+
�)����� � $� !#� #!&��$ � '�# !# �"Q��� %��$�� ) � �$�)��H'�$�

^���!�&&� �� �&-. 011;_-

����� ��� � ,���# ������)��$�� ���"�&B�� (!� �� '&����H'�# �# $��� *�!���

)� ��'��� $� #�$�&�*�# $� B!#�)�� %���!���+ i) �����#�� "����$� �# ��*��� � ii)

#�$�&�� "����$�� �# 5@��'�- �� �'��$� '�# ���� '&����H'�� �. � #�$�&� ��������

)���� ���"�&B� �)(!�$����� )� ��*!)$� *�!��-

��� �����
 ������


�#"��� � '�#�����#�)�� B!#�)� ��Q� $� ����4)'�� '�9��'� �! ����*!&�� �

�!H'��)�� ���� (!� �� ����� ���$�'��. #�$�&�� ����'3���'�� "����$�� �# 5@��'� ,���#

$���)%�&%�$�� ������)*�)$� � $��'��� � $�� '�#�����#�)��� ��� ���"�"�&�$�$��



C0

�)'�)���$�� �# *��)$� ���!&��O�� $� �)$�%@$!��- ���� �$D�� ,�� ��*!�$� ��&� #�$�&�

$� ��$������ "����$� �# '�)D��'� $�� *����. �������� �# ^N�&"�)*. :\\0_. (!� ��%�

�)������ � �# �)�&�*��� ������)��$�� ��� N�)$����) �# #��$�� $� $D'�$� $� 21 $�

������ $� W!�$��- �)�����)��. �!��� �"��$�*�# ���� �� #!$�)��� $� '�#�����#�)��

$� ��$������ ,���# �!*���$�� ��� 
�X�) ^
�X�). :\R:_ (!�. �# ��! &�%�� $� :\R:.

����"!�! �� #!$�)��� $� '�#�����#�)�� � �

�	�)�	��
�� �! %	�1
�)�	��
��-

�)�&�*�#�)�� �� ���"�&B� $� ��T)�&$� ^��T)�&$�. :\[2_. Q3 $��'����

)���� '��@�!&�. ,����� ��'���� ) � �������)��# ,����� ,@��'�� �����. #��

$��'��%�#. #���#���'�#�)��. '�#�����#�)��� ��'���� $� ,��#� �*!�&#�)�� ��'� ��

'�#�����#�)�� ���& $� !#� #!&��$ � $� ��$������ <�	
�	��

���	 �
�������=-

N�&"�)* $��'��%�!. #���#���'�#�)��. ����'��� �"���%�$�� )� '�#�����#�)��

��'��& $� #!&��$O��- �#"��� ���� #�$�&� #���#3��'� �%�&!� '�$� �*�)��

�)$�%�$!�&#�)��. '���'���@���'�� $� *�!�� � $� #��� � � ������%�$��- 	"���%���� ����

(!�)$� �8�����&� � ���#���� $� (!�. ��# �)W!4)'�� $� ,����� �8���)�� ? ����$��.

�!���� �*�)���. �"��3'!&��. ��'- ?. �)$�%@$!�� "!�'�# ��#��� '�#�)B�� (!� �%���#

'�)���)��. ����)$� ��#��� ��&� #�)�� '�#�)B�- �� �)���$!A�� �!���� �*�)��� <�

�"��3'!&��= ��! #�$�&� ���$!A � �������� ��&� ��*� � ������& $� !# ��$����� ����%D�

$� !#� ,���� $� '���'��� ���!&��%�. ,���� ���� $�H)�$� '�#� %	�1
 �	��
�-

��!�&#�)�� �� #�$�&�� ,@��'�� "����$�� �# �*�)��� � � � ����$��$������ ����

� '�#�!��� � $� $�)P#�'� $� ��$������- � #�$�&�*�# $�� #�%�#�)��� �)$�%�$!���

$�� ��$������ ���!&�� $� $��'��� � #�'���'9��'� $� W!8� $�� ��$������. � ���#���.

��� �8�#�&�. �)'�)���� ����� ���� �%�'!�� � �# ���!��O�� $� �P)�'�. $���)%�&%�� �

'�)���!�� %
��������-

� ��*!��. � � $��'!��$�� $��� #�$�&�� "����$�� �# �)����� � $� �*�)��� � ������

$� ,����� #�$�&�$�� $� �'��$� '�# &��� ,@��'�� ���� �������)��� � '�#�����#�)��

$� �*�)��� �# ���!��O�� $� �#��*4)'��- 	 ���#���� �)�&���$� �������� $� #�$�&�

$� N�&"�)*. (!� %4# ���%�)$� $� "��� ���� *��)$� ����� $�� ��#!&��O�� "����$��

�# 5@��'�- 	 ��*!)$�. $� >��!). D !#� ����'��&�A�� � $� #�$�&� $� N�&"�)* (!�

���#���! $���� �� �*�)��� $� '���'���@���'�� �)$�%�$!���-



CC

)<)<& -����� �� /��"%*(

N�&"�)* � '�&�"���$���� ^N�&"�)* �� �&-. 0111_ ����!����# !# #�$�&� (!�

����'�� ,����� ,@��'�� � �9'������'�&9*�'�� '�# � �"Q���%� $� $��'��%�� �

'�#�����#�)�� $� #!&��$O�� B!#�)�� �# ���!��O�� $� �P)�'�- ���� #�$�&� !��&�A�

!# �����#� $� n ����@'!&�� ,@��'��. �)$� '�$� ����@'!&� i $� #���� mi. ��# !# %�&��

$� %�&�'�$�$� $���Q�$� v0 �# !#� $���� � �)$�'�$� ��� !# %���� !)��3��� ê0
i - ����

����@'!&� ��)$� � �$����� �!� %�&�'�$�$� �)���)�P)�� �vi � ����� '�)$��O�� $���Q�$��

$�)��� $� !# '���� �)���%�&� $� ��#�� τi- ��#!&�P)��#�)��. �� ����@'!&�� ��)$�#

� #�)��� !#� $���P)'�� $���)$�)�� $� %�&�'�$�$� �# ��&�� � G� �!���� ����@'!&��

j � ����$�� p. !��)$� ,����� $� �)����� � <$� '���'��� ���!&��%�=- � #!$�)�� $�

%�&�'�$�$� )� ��#�� t D $�$� ��&� �(!�� � $�,���)'��& �������� ��� N�&"�)* �F H
i +

mi
d

dt
�vi = �F H

i = mi
v0

i ê
0
i − �vi(t)

τi

+
n∑

i=1
i�=j

�fij +
∑

w

�fiw <0-C=

�)$� τi ������)����� )� ���#���� ���#� G $������ $� �(!�� �. �fij � �fiw )� ��*!)$� �

���'���� ���#��. �����'��%�#�)��-

� ��)$4)'�� ���'�&9*�'� $� $��� ��$������ i � j <�� (!��� � � *��#����'�#�)��

�������)��$�� ��� $��'�� $� ����� Ri � Rj . �����'��%�#�)��= � ���#�)�'���#

�,����$�� !# $� �!��� D $��'���� ��&� �8����� �+

�f 1
ij = Aie

(Rij−dij)/Bi n̂ij <0-F=

�)$� Ri � Rj �������)��# �� ����� $�� �*�)��� i � j �����'��%�#�)��- Ai � Bi � �

'�)���)���. dij = |�ri−�rj | $�)��� � $���P)'�� �)��� � '�)��� $� #���� $�� ��$������ �

n̂ij = (�ri −�rj)/dij D � %���� )��#�&�A�$� ���)��)$� $� ��$����� j ���� � ��$����� i-

Rij = Ri +Rj �������)�� � ��#� $�� ����� $� i � j- �� '�)���)��� Ai � Bi !��&�A�$��

��� N�&"�)* � � ������)��$�� )� ��"�&� 0-:-

� � ���!#�$�� $!�� ,����� �$�'��)��� ���� �#��$�� � �)�����)����� � '������&

$�� �*�)���. (!�)$� ����� �)���# �# '�)����- �#� ,���� ��$��&+



CF

���@ �#�� 0����
m 80kg
v0

i (0, 8; 1, 0; 1, 5)m/s
τi 0, 5s
Ai 2000N
Bi 0, 08m
k 1, 2 × 105kg/s2

κ 2, 4 × 105kg/ms

��>�
� 0-: ? ���P#����� !��&�A�$�� ��� N�&"�)* �# ��! #�$�&�-

�f 2
ij = k(Rij − dij)n̂ij <0-R=

� !#� ,���� $� ������ $�$� ���+

�f 3
ij = κG(Rij − dij)∆vt

jitij <0-;=

(!� �#��$� #�%�#�)�� ��)*�)'��& �)��� �� �*�)��� (!� ��� � �# '�)����- ��

�(!�� � 0-;. tij = (−nij2, nij1) D � $���� � ��)*�)'��& <�)$� nijk D � k�D��#�

'�#��)�)�� $� %���� n̂ij � ∆vt
ji = (�vj−�vi) · t̂ij D � $�,���)�� $� %�&�'�$�$� ��)*�)'��&.

�)(!�)�� k � κ �������)��# '�)���)���- � ,!)� � G(x) �������)�� !#� ,!)� � $�

3�
������ (!� %�&� 0 �� �� �*�)��� ) � �� ��'�# � x '��� '�)��3���- �# �!#�+

�fij = Aie
(Rij−dij)/Bi n̂ij︸ ︷︷ ︸

�f1
ij

+ k(Rij − dij)n̂ij︸ ︷︷ ︸
�f2
ij

+ κG(Rij − dij)∆vt
jit̂ij︸ ︷︷ ︸

�f3
ij

<0-2=

	 �����#�)�� $�$� G �)����� � $�� �*�)��� '�# �� ����$�� D �)3&�*� G(!�&�

�)��� �*�)���. � $�$� ��&� �8����� �+

�fip = Aie
(Rip−dip)/Bi n̂ip + k(Rip − dip)n̂ip + κG(Rip − dip)(�vi · t̂ip) · t̂ip <0-[=

	� ���P#����� !��&�A�$�� ��&�� �!����� ���� � �(!���� � $� ���!&��$�� ��� �

)� ��"�&� 0-: � �� ���!&��$�� �"���%�$�� ��� ���� #�$�&� '����"���# '�# �&*!)�

$�$�� �"���%�$�� �# '�)3���� ����� $� �%�'!��O��- a ���)��$� � ,��#�� � $� 
��	�



CR

�# ��@$�� ��������� '�),��#� � 5�*!�� 0-F- 	 �!#�)�� $� #9$!&� $� %�&�'�$�$�

$���Q�$� �'����)� !# �!#�)�� ��*)�H'���%� )� ��#�� $� �%�'!�� �- �&D# $����. �

���)��� � ���� !# #�%�#�)�� $����$�)�$� $�%�$� �� �)*����,�#�)�� �# !#� ��@$�

'�!��$� ��&� �!#�)�� $� %�&�'�$�$� $���Q�$�-

5����� 0-F ? ���!&��$� ������)��$�� ��� N�&"�)* $�#�)����)$� � �,���� ��'�
$��'���� �)������#�)��- ^N�&"�)* �� �&-. 0111_

�&D# $�����. �!���� ����'��� ,���# �"���%�$�� ��� N�&"�)* � '�&�"���$����- �

'�#!)�'�� � �)��� �*�)��� ,�� ��#!&�$� ���� �%�&��� �� �,����� �)��� �*�)��� (!�)$�

����� $�%����# �)'�)���� � ��@$� �# !#� ��&� ��# %���"�&�$�$�. $�%�$� � �����)��

$� ,!#���- ��# ����. '�)'&!@��# (!� �� #�&B���� '�)$��O�� ���� ��"��%�%4)'��

D !# �(!�&@"��� �)��� '�#�����#�)��� �)$�%�$!�&�����. �)$� � �*�)�� $�'�$�. '�#

'�#�����#�)��� �),��#�$��. ���!&��$� $� '�#!)�'�� �- ��#� ���!&��$�. #���

�*�)��� �)'�)�����# �� ��@$�� � #��� ����� ,���# !��&�A�$��-

�# �!��� �#"��)�� ��#!&�$� ,�� '�)��$���$� !# '����$�� '�# &��*!�� %���3%�&.

�# (!� $���Q�%���� �"���%�� �� �,����� $� �#"��)�� ��"�� �� �*�)���- 	"���%�!���

� �,���� $� ����&B�#�)�� $� #!&��$ � )� ��*� � �&��*�$�. � (!� ���!&��! �# !#

�)*����,�#�)�� )� ��*� � H)�& '�),��#� � 5�*!�� 0-R-

)<)<) -����� �� 
���*

>��!) ����V� !# #�$�&� ���� � ���!$� $� �#��'�� $� '���'���@���'��

�)$�%�$!��� $�� �*�)��� �# ��#!&��O�� $� #!&��$O�� $!��)�� ���!��O�� $� �#��*4)'��-

�# ��! ���"�&B�. !��&�A�!��� $� #�$�&� $� N�&"�)* ������)��$� )� ��� � 0-0-:. � (!�&

,�� �8��)$�$� � H# $� �)'������� $�,���)��� �)$�%�$!�&�$�$�� ���� � '�#�����#�)��

$� �*�)��� � *�!���-



C;

5����� 0-R ? ���!&��$� �!"&�'�$� ��� N�&"�)* �� 
��. $�#�)����)$� �
�)*����,�#�)�� )� ��*!)$� #���$� $� �#"��)�� ,@��'� <>=. $�%�$� �� �&��*�#�)��
)� '����$�� �# �. (!� *���! !#� $������ � $�� �*�)��� ^N�&"�)* �� �&-. 0111_-

� #���%�� � $� ��! ���"�&B� ,�� ���#���� ����O�� $�,���)��� � �*�)���

$���)$�)$� $� �!�� '���'���@���'�� �)$�%�$!��� � $� *�!�� �� (!�& �����)'�#-

�����#�)�$�� �*�)��� ��$�# ��,��� !# $�)� #�)�� �# !#� ���!�� � $� �P)�'� (!�

�!����. �! ��)$� $���)$�)$� $� ����!�!�� $�� *�!��� �8����)���. � �� � �)$�%�$!�&

��$� ��� �&����$� �# ,!)� � $� *�!�� �� (!�& � �*�)�� �����)'�. ���� �&� ��$�

�����)�� �� &�'�& $� ����*� ���� ���*���� !# #�#"�� $� ��! *�!��-

>��!) �'���'�)��! ��� �*�)��� $� #�$�&� $� N�&"�)* <��� � 0-0-:= !# '�)Q!)��

$� ���P#�����. ���#���)$� � '���� � $� !#� ���!&�� � B�����*4)�� '�# $�,���)���

'���'���@���'��- b '�$� �*�)�� i ,���# $�H)�$�� �� ��*!�)��� ���P#�����+

• Idi+ �$�)��H'�$�� $� �*�)�� iM

• Familiai+ �$�)��H'�$�� $� ,�#@&��- �# ��! #�$�&�. !#� ,�#@&�� D !# *�!��

��D�$�H)�$� (!� �������)�� !# %@)'!&� �)��� �� �*�)���M

• DEi+ �@%�& $� $���)$4)'�� $� �*�)�� i- ���� $���)$4)'�� ��# ��! %�&��

)��#�&�A�$� �# !# �)���%�&� ,�'B�$� $� ^1.:_ � �������)�� � )�'����$�$� $�

�Q!$� ���� &�'�#�� � ,@��'�M

• ALi+ ��)��3��� �� )@%�& $� $���)$4)'��. � )@%�& $� �&��!@�#� �������)��

�*�)��� $�������� � �Q!$�� �*�)��� '�# )�'����$�$� $� &�'�#�� �- ��! %�&��

D. ��#"D#. )��#�&�A�$� �# !# �)���%�&� ,�'B�$� ^1.:_M �.

• v0
i + �9$!&� $� %�&�'�$�$� $���Q�$� $� �*�)��-



C2

5�� ��$�H)�$� � %�&�� $� %�&�'�$�$� $���Q�$� <v0
i =. �����)$� � ��� *�%��)�$�

��&� �8����� �+

v0
i = (1 − DEi) vm <0-\=

�)$� vm D � %�&�'�$�$� #38�#� �����!&�$� ���� !# �*�)�� $� �����#� � DEi �

)@%�& $� $���)$4)'�� $� �*�)�� i- ��)��(K�)��#�)��. �� !# �*�)�� ,�� ����&#�)��

$���)$�)�� <DE = 1=. �!� %�&�'�$�$� $���Q�$� ���3 )!&�. � (!� ��$� �������)���

�*�)��� '�# �)�!H'�4)'�� $� #�"�&�$�$�- �� '�)��$���� AL = 0 � DE = 0. >��!)

��'!���� � #�$�&� �������� ��� N�&"�)*-

>��!) ����V� !#� ,��#�� � $� *�!��� ��&�'��)�$� '�# � ,���� $� �&��!@�#�.

�Faij. �#�&�#�)��$� '�#� !#� �)����� � �)��� $��� �! #��� �*�)��� $� !#� #��#�

,�#@&��- � �(!�� � 0-:1 �������)�� � ,���� #�$�&�$�.

�Faij = KALiDEj |�dij − �did|êij <0-:1=

�)$� �dij �������)�� � $���P)'�� $� �*�)�� j �# ��&�� � �� �*�)�� i. �did D � $���P)'��

$� �*�)�� i � ��@$� $� �#"��)�� ��#!&�$�. c D !#� '�)���)�� $� ��#!&�� � � êij D

� %���� !)��3��� $� �*�)�� i �� �*�)�� j-

����� )�%�� ���P#����� �)���$!A�$�� )� #�$�&�. ,��)�'�# �),��#��O��

�#�����)��� $� �����#�+ (!�)�� #���� ,�� � ���P#���� ALi � DEj . $�� �*�)���

i � j. #���� ���3 � %�&�� $� ,���� $� �&��!@�#� �Faij. � (!�& ��3 ���)���. )� $���� �

�� �*�)�� j- �# ��! ���"�&B�. � ���*��� $� !# �*�)�� $���)$�)�� ��� !# �*�)��

�&��!@��� ,�A '�# (!� �� %�&�'�$�$�� $���Q�$�� $�� $��� �� �*!�&�#. $� #�)���� (!�

�&�� �����# #�%����� Q!)���-

��� !�����
��

	 #�$�&� $� ��#!&�� � �������� )���� ���"�&B� %��� ����)$�� � #�$�&�

$� N�&"�)* ���� !# �#"��)�� ���$�#�)���)�&. ���D# #�)��)$� '���'���@���'�� $�

��������� �)�������� "����$�� )���� #��#� #�$�&�-



C[

	� '�)'����� ������)��$�� )���� '��@�!&� � � ����#�$�� )� ���@�!&� F �)$�

D ������)��$� !# #�$�&� '�#���@%�& '�# N�&"�)* � >��!) '���A $� ���#���� �

��#!&�� � $� #!&��$O�� �# �#"��)��� ���$�#�)���)���-

�� �����)$� $� ��#!&��O�� �)����*�)���. ���� D. �)$� �# '�$� �)���)�� !#

�� ��O�� $� !# �*�)�� ��!� ��"�� �!���. ��#!&��O�� ,@��'�� ���)�#��� '!������.

�# ���#�� '�#�!��'��)���- ���� '�$� �*�)�� �)���$!A�$� )� �����#�. !# )�%�

'�)Q!)�� $� ,����� $�%� ��� '�&'!&�$�- ��#� )� ���"�&B� $� ��T)�&$�. � #�$�&�

$� ,����� ��'���� $� N�&"�)* ��#"D# ������)�� n(n − 1) �)�����O��. �)$� n D �

)L#��� $� �*�)��� )� �#"��)��- ����#. '�# '�#�&�8�$�$� $� ��#!&�� � D O(n2).

� #�$�&� $� N�&"�)* )�'������ $� �"��$�*�)� ����'@H'�� ���� ��$!� � $���� '!���-

	 ���@�!&� C $��'��%� !# �#"��)�� '�#����� ��� '�#�!��$���� #!&�����'����$��

� ,����#�)��� (!� ��$�# �!8�&��� ���� '&���� $� ��#!&�� �. �)(!�)�� � ���@�!&�

R $��'��%�. ���� �#�&�#�)��� � $� ����9���� ���$�#�)���)�&. !#� #���$�&�*�� $�

��$!� � ��� '�)��8��� ����'@H'��-
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������

���� '��@�!&� �)���$!A '�)'����� $� ���'����#�)�� �# �*&�#���$�� $�

'�#�!��$���� ��&�%�)��� �� $���)%�&%�#�)�� $���� ���"�&B�- 	 '��@�!&� �)�'��

������)��)$� �*&�#���$�� $� '�#�!��$����+ � ��(!����!�� ����&�&� ��&�'��)�$� ����

$���)%�&%�#�)�� $� �#�&�#�)��� � "�$�#�)���)�& $� N�&"�)* ^N�&"�)* �� �&-. 0111_-

�# �����'!&�� � � �$�)��H'�$�� �� $�,���)��� )@%��� $� '�)'���4)'�� �)'�)���$��

)���� ��(!����!��- �� ��(K�)'��. ��� � C-0. � � ������)��$�� �8�#�&�� $�

,����#�)��� $� ���*��#�� � !��&�A�$�� ���� $���)%�&%�#�)�� $� ��&�'��O�� ����&�&��

�# �*&�#���$��. �����&��)$� �D')�'�� $� �8�'!� � � $� ��'�&�)�#�)�� �)��� � �)����

)9� !��&�A�$�� ���� ���#�A�� � !��&�A�� � $�� ��'!���� $� �
��0
��- �� ��� � C-F � �

������)��$�� �#�&�#�)���O�� $� ��#!&��O�� $�����"!@$�� �8�#�&�H'�)$� � !�� $�

�*&�#���$�� �# ���"�&B�� ��&�'��)�$�� �� ��������- 	 '��@�!&� H)�&�A� �%�&��)$�

� )�'����$�$� $���� ����$�*#� $� '�#�!��� � �# ��#!&��O�� )� '�)��8�� $����

���"�&B�-

��� ����


��
��� �����
��

�3(!�)�� $�)�#�)�$�� �	
���
�	��� ����	
�� <���. $� �)*&4� /���	�
�

!	
������= ������)��# $���#��)B� $���Q�$� ���� � #������ $�� ����,�� $�#D���'��-



F1

�)�����)��. B3 '&����� $� ��&�'��O�� (!� ��(!���# '���'�$�$�� $� ���'����#�)��

"�# �!��������. '�#� �� ���"&�#�� �)'�)���$�� )�� $�#@)��� $� ��#�!��� �

���)�@H'�. '�#� �����)�#��. ����#3��'� ��#�!��'��)�&. �������&�*��. >���

�),��#3��'� � 5@��'�- �!���� ��&�'��O�� $���)%�&%�$�� ���� ����&%�� (!���O�� $�����

3���� ��$�# ��� ��!� ��#��� $� �8�'!� � ����)$�$�� ��� ��#�)��. ��$�)$� #��#�

�'����� '���� �)$� ����� ��&�'��O�� ) � H)�&�A�# �!� �8�'!� � ��� ,�&�� $� ��'!����-

����� ��)��$�. ��&!�O�� $� �
��0
�� �����)$� ��(!����!��� ����&�&�� ���%4�# !#�

)�%� ������'��%� ���� �8�'!� � $� ���� ��&�'��O��- 	 ����� ��*� ��� ���� ��$��

'�#�!��'��)�& D � �&�� '!��� $� ��(!����!��� � � $�H'!&$�$� �# ���*��#3�&��-

���� ��� � ������)�� � ��(!����!�� $� �*&�#���$�� $� '�#�!��$���� $� '!���

��&���%�#�)�� "��8�. � �!�� '���'���@���'�� ���)'�����-

1<&<& ��A�%#�#��� 2�������

��� L&��#�� $D'�$�� � 3��� $� ���'����#�)�� $� �&�� ����#��)B� <���=

%�# "!�'�)$� �&���)���%�� � ����� (!���O��+ '!��� $� B��$X��� ����&�&� �

$�H'!&$�$� $� ���*��#�� �- �� �)@'�� $� $D'�$� $� \1 ,�� �������� !#� )�%�

�"��$�*�# ���� ��(!����!��� ����&�&��. $�)�#�)�$� !	
���
1�	 "
��
�
 �


'��	
��
�	� ^>�'E�� �� �&-. 0110_- ��#��� ��98�#� �� $���)%�&%�#�)�� ��')�&9*�'�

$� �)$L����� $� '�#��)�)��� �&���V)�'��. #@$��� $� ��#�A�)�#�)�� � ���)'���&#�)��

$� $��������%�� $� '�#!)�'�� � � ���'����#�)��. � �������� D $� '�)���!��

!#� ��(!����!�� ����&�&� '�# ��'!���� '�#�!��'��)��� �)'�)���$�� ,�'�&#�)�� )�

#��'�$�- �# �*&�#���$�. $���� ,��#�. '�)����� �# !# '�)Q!)�� $� '�#�!��$����

����'��$�� ����%D� $� !#� ��$� $� '�#!)�'�� � ���� �!������ ���'����#�)��

����&�&�- ���� ���� $� ��(!����!�� �� ���#��� �!���)��� '�# '�#�!��$����

$����)@%��� �� �L"&�'� *���&+ '�#�!��$���� �������� �)'�)���$�� )� #��'�$� G !#

'!��� ��&���%�#�)�� "��8� � '�# � �����#� $� &�%�� !��&�A�� � ���6
�)!8- �����

,��#�. ���)���� ����@%�& #�)��� !# �����#� ��!�&�A�$�. '�# ����� $� ������� � �

��!�&�A�� �. �%���)$� � $�,���*�#-

� !��&�A�� � $� '�#�!��$���� �������� $� '!��� ��$!A�$� ,�� �"��$�$�.



F:

��&� ���#���� %�A. ��� �B�#�� ����&�)* � ��)�&$ /- >�'E�� ^>�'E�� �� �&-. 0110_

$� 4	��
�� ��
�� 5����� !����� $� ���� <6
��	�
� '��	�
����� 
�� ��
��

'�
������
��	�=. � ���)�!��� ��)V)�#� $� '�#�!��� � ����&�&� $� "��8� '!��� < �#

�&!���� >��X!&,=- � �(!��� $�� ���(!���$���� �&�"���! !# �*&�#���$� $� :; )9� ?

�# !# �*&�#���$� '�$� #3(!�)� ��'�"� � )�#� $� )9. �! )�$� ?. '�# ���'����$����

F[; � ��$� ��B��)�� :1�>6� '���A $� ���)*�� F; �5
	��� $� $���#��)B� #38�#�

� '!����� !#� (!�)��� �),����� � �d R1-111.11 <$9&���� �#���'�)��=- ��4� �)�� ��9�.

'�# � �$%�)�� $�� ���'����$���� �)��& ��)��!# ���. � �*&�#���$� ���)*��� � #��'�

$� 0 �5
	��� '�# C0 )9�-

��!�&#�)��. '�# �)�!��� $� $�#�)!�� '!���� � �'�&���� ���'�� $� $�$��.

�� ,�"��'�)��� $� �
��0
�� �������# � %�)$�� �&�'�� '�# �!����� � #L&���&��

���'����$����. 'B�*�)$� �� #��'�$� '�#�!��$���� $�)�#�)�$�� 
������	����
�	�-

����&#�)��. ���'����$���� $� !#� #3(!�)� #!&�����'����$� �'����# !#� ��*� �

$� #�#9��� '�#�����&B�$� ����%D� $� !# "����#�)�� $� �&�� %�&�'�$�$�. � �

'�#!)�'�� � �)��� ���'����� D ,���� ����%D� $� ��*� � '�#!# $� #�#9��� '�#

������O�� ��$�)3���� ���� � 	���
- �!&�����'����$���� ��'�"�# � �$Q���%� ��
7����	

<��� � �+

����� 8������	����	�= ���� ��$�� ��!� ���'����$���� ������)��# �*!�&

�'���� �� "����#�)�� � G #�#9���. ) � ������)��)$� ���%�&D*�� ��� ����� $� �����#�

�����'��)�& � )�)B!# $�� ���'����$���� )� ���)$�#�)�� $� ��(!����O��- ���� ,�A '�#

(!� � $���#��)B� $� #3(!�)� '���. � #�$�$� (!� �!#�)�� � $���!�� ��� ��! �'����-
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5����� C-: ? ��(!����!�� $� !#� #3(!�)� #!&�����'����$� ��#D���'�- �
'�#!)�'�� � �)��� �� ��'!���� $� B��$X��� D ,���� ��"�� !# "����#�)�� '�#!#-

�� %&'�(  � ����
������ � � )��* ���+
� �� ������,�� �� ����� -������� ��� ��������
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������ � � )��* ���+
� �� ������,�� �� ����� -������� ��� ��������
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� 5�*!�� C-: �������)�� � ��(!����!�� �@��'� $� !#� #3(!�)� ���. � !# ,����

(!� '�#���#��� � ��'�&�"�&�$�$� $����� #3(!�)�� D � !�� $� !# "����#�)�� '�#�

��$� $� �)���'�)�8 �- 	 "����#�)�� �#��$� � '�)���!� � $� ���� '�# !#� *��)$�

(!�)��$�$� $� ���'����$���� ��� �� ������ $� !# '�)�& '�#�����&B�$� (!� �9 ���#���

!#� ���)��� � ��� %�A- �� �)��)��. D ����@%�& $����'�� �&*!#�� %�)��*�)� $�����

#3(!�)�� ����+

• .% �#�%�+ (!�&(!�� ���'����$�� ��$� �'����� (!�&(!�� ����� $� #�#9��� �!

(!�&(!�� $��������%� $� �)���$� � ��@$�

• ��2�+� �� �*����+� �*#� B*%��+ ��#�)�� !#� '9��� $� �����#�

�����'��)�& ����$� )� #�#9���- 	 ��9���� �����#� ��'�&B� �# (!�& ���'����$��

!# $�$� ���'���� $�%� ��� �8�'!��$�. $���)$�)$� $� '��*� $� �����#�.

�"��)$� $� ,��#� ��#�&��. !# �(!�&@"��� $�)P#�'� $� '��*�-

• 
�%C� ��#D*�%�+ � ���'� $� $�$�� $� !# ���'���� G �!��� D ,���� ��� �'�����

��$�)3���� G !#� ���� � $� #�#9��� '�#!#- � � D )�'���3��� '����� $�$��-

• ��2�%��+,� � ����D*�%�+ � &�'�&�$�$� $� $�$�� D *���)��$� ��&�� �
���� $��

���'����$����. '!Q� '���4)'�� D *���)��$� ��&� �
��0
��-
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Usuário

5����� C-0 ? ��(!����!�� $� !# �*&�#���$� ,��#�$� ��� #3(!�)�� ���. !)�$��
��� !#� ��$� ��B��)�� �3��$� � �'����$� ����%D� $� !#� #3(!�)� #�����-



FC

�# �*&�#���$� $� '�#�!��$���� �������)�� � ,��#� #��� ���!&�� $�

'�#�!��$�� ����&�&�- ��')�'�#�)��. !# �*&�#���$� ) � D !# '�#�!��$��. �

��# !# '�)Q!)�� $� '�#�!��$���� �)���&�*�$�� ��� !#� ��$� $� �3��$� %�&�'�$�$�.

��*�)�A�$� ���� $�� �� !�!3��� � �#����� � $� ����� !��)$� !#� L)�'� #3(!�)�. $�

#��#� ,��#� (!� � >��X!&, $� ����- ��#� �� $�#��� $��������%�� $�� #3(!�)��

$� �*&�#���$�. �� �)���,�'�� $� ��$� � � �)���,�'�� '�#!)� �)'�)���$�� )� #��'�$�.

���D# �# %���O�� #��� �3��$��. '�#� ��*�"�� ��B��)�� �! �T��)��- �&�� !��&�A�#

�����'�&�� $� '�#!)�'�� � �3��$��. '�#� #�)��*�)� ���%��. ���#���)$� $��8��

� �����#� �����'��)�& $� &�$� $!��)�� � '�#!)�'�� � �%���)$� � ��"��'��*� �

���#���)$� �'���� $�����. �# )@%�& $� !�!3���. G� �)���,�'�� $� ��$�- � 5�*!�� C-0

�������)�� !# �*&�#���$� '�)��)$� )9� ��� � �)���&�*�$�� ��� !#� ��$� ��B��)��

$� �&�� %�&�'�$�$�- ����� H*!��. � ���'����$�� $� '�$� #3(!�)� D �������)��$� ���

�. � #�#9��� ��� � � �� $��������%�� $� �)���$� � ��@$� ��� �6�- � ��(!����!�� $�

!# �*&�#���$� �!�O� !#� L)�'� '�)�8 � �� #!)$� �8���)�. ��)$� ,���� � ������ $�

!#� 8�����
 8�����. ��&� (!�& ��$� !�!3��� $� #3(!�)� ����&�&� ��# �'���� ���

)9�-

�� ���)'����� '���'���@���'�� $� !# �*&�#���$� � �+

• �*��2�*�D*�%�+ ��$� �&�#�)�� ����!� !# �! #��� ���'����$����. #�#9���

� $��������%�� $� �)���$� � ��@$� �)$���)$�)���- �8�'!�� � ��! ��9����

�����#� �����'��)�&. � ��$� ��� $��%�)'!&�$� $� �*&�#���$� ��# (!� ����

�,��� � ,!)'��)�#�)�� $�� �!����- �� #��#� ,��#�. D ����@%�& �*��*�� )�%��

#3(!�)�� ,�'�&#�)�� �� �*&�#���$�. ���)�)$� � $���#��)B� $� �����#� ��)$�

#��� �&�%�$�-

• � �(� B*%�� �� �%�#� �+ �# �*&�#���$� D !# ��'!��� '�#�!��'��)�&

L)�'�. �� '�)��3��� $� !# �����#� $�����"!@$� �)$� '�$� �&�#�)�� D !# ��'!���

�)$�%�$!�&-

• ��*�C,� ��2��%��%E���+ 	� �&�#�)��� $� !# �*&�#���$� � � *���&#�)��

'�)�'��$�� ��� !#� ��$� $� �&�� %�&�'�$�$�-
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1<&<) �>��%� �� ��*����D*�%�

��#� #�����# �� H*!��� C-: � C-0. $��� )@%��� $����)��� $� '�)'���4)'��

��$�# ��� �8�&���$�� �# �*&�#���$�� $� ����- �# !#� %�� � &�'�&. � ��(!����!��

��� ������)�� ���)�� !#� ��*� � $� �)$�����#�)�� $� #�#9���. �� '�)��3��� $�

�*&�#���$�. (!� �� Q!���H'� ��� !#� #�#9��� $�����"!@$� �)��� �� )9�- ���� ��� �

�� '���'����A� ��� �)�&���� ����� $�,���)��� )@%��� $� '�)'���4)'��-

��*����D*�%� %*#���*6+ � '�)'���4)'�� D $��� %*#���*6 (!�)$� ��

���%�$�$�� '�)'����)��� � � �8�'!��$�� $�)��� $� #��#� #3(!�)� #!&�����'����$�.

��Q� �&� ����� $� !# �*&�#���$� �! !#� #3(!�)� �)$���)$�)��- ���� ���� $�

'�)'���4)'�� ��$� ��� '&����H'�$� $� $!�� ,��#�� $����)���. � $���)$�# $� )L#���

$� W!8�� $� �8�'!� � �# !# $�$� #�#�)�� � � )L#��� $� ���'����$���� $����)@%���

)� ��(!����!��-

• ��)'���4)'�� ���&M �.

• ��)'���4)'�� ��#����&-

� ���#����. �	��	��9���
 ��
�. �! ��#�&��#�)�� ����&�&��#�. �'���� (!�)$� �

)L#��� $� ���'����$���� ,�� �*!�&. �! �!������. �� )L#��� $� W!8� $� �8�'!�O��-

	 ����&�&��#� '���'����A� �8�'!� � ��#!&�P)�� $� ���%�$�$�� $� !#� ��&�'�� �-

�� �)��)��. � �8���4)'�� $� !#� (!�)��$�$� #���� $� W!8�� $� �8�'!�O�� (!�

� )L#��� $� ���'����$���� $����)@%��� *��� '�#�����&B�#�)�� $� ��'!���� $�

#3(!�)�. � � '�)'���4)'�� D $��� ��
�	�
�- �)(!�)�� � '�)'���4)'�� ���& ��W��� �

����&�&��#� �)'�)���$� )� B��$X���. � '�)'���4)'�� ��#����& �)'�)������ ����'��$�

G� '���'���@���'�� $� ��&�'�� �-

��)�� )� '�)'���4)'�� ���& '�#� )� '�)'���4)'�� ��#����&. $�,���)��� W!8��

$� �8�'!� � '�#�����&B�# �),��#��O�� ����%D� $� ������O�� ��$�)3���� ���� �

	���
 �# !# ������ $� �)$�����#�)�� '�#!#- ���� *���)�� (!� !# '���� $�$�

��'���� �# #�#9��� ��� !# W!8� $� �8�'!� � ����� ��� &�$� ��� !#� �)���!� �

$� �!��� W!8� (!�&(!��- ���D#. �� '�)��3��� $� �8�'!�O�� ��(K�)'����. $�%�# ���

��#�$�� '!�$�$�� �8���� �� �'���� $� #�#9��� ��&�� $�,���)��� W!8��. �)���$!A�)$�



FR

#�'�)��#�� (!� *���)��# � ��)'��)�A�� � $�� ������O�� $� &���!�� � ��'���� $� $�$��

'�#�����&B�$��- ��)��� ����� #�'�)��#�� $� ��)'��)�A�� �. �� #��� ���!&���� � �

�(!�&�� (!� *���)��# �8'&!� � #L�!� )� �'���� $� #�#9���. 
���:�� � �� (!�

���&�A�# '�)���&� )� �%�)�� $� �8�'!� �. ��Q� '���)$� )�%�� W!8�� <��
��
= �!

�*!��$�)$� � �D�#�)� $� �!��� W!8� <����=-

�8����# $�%����� ,����#�)��� (!� ����O�# � !�� $� #�'�)��#�� $�

�8�'!� � "����$�� �# #L&���&�� W!8��- �)��� �����. ,����#�)��� "����$�� )��

��$�O�� 	��)�� ^	��)��. :\\2. ��*!# �)$ ��)�). :\\[_ � �	��
 ���� �B���$�

^�#���'�) ��'��)�& ���)$��$� �)����!��. :\\F_-

��*����D*�%� �*#���*6�+ ��#� �"���%�$� �)������#�)��. � ��(!����!�� $�

!# �*&�#���$� ������)�� �!��� )@%�& $� '�)'���4)'�� � ��� �8�&���$�+ �*#���*6�-

� 5�*!�� C-0 ���#��� �"���%�� (!� '�$� )9 $� ��(!����!�� ������)�� ��!� ��9�����

��'!���� $� ���'����#�)�� � ��#�A�)�#�)��- ����� ,��#�. ) � D ����@%�& ���&�A��

���'�� $� $�$�� �)��� �� ����,�� !��&�A�)$� !# ������ $� �)$�����#�)�� '�#!#.

���� '�$� )9 ����!� ��! ��9���� ������ $� �)$�����#�)��- ���� (!� !#� ����,�

����� '�)���"!�� '�# �!���. D )�'���3��� � !�� $� !#� ��$� $� �)���'�)�8 � �)��� ��

)9�- 	 #�'�)��#� �@��'� $� '�#!)�'�� � $� $�$�� ,�A !�� $� #�'�)��#�� $� ���'�

$� #�)��*�)�. '�# ������O�� $� ���� 	
�� � �
�
��
-

a ����@%�& '���� �&*!#�� ,����#�)��� (!� ���#���# � ���'� $� #�)��*�)� ����

� '�#�����&B�#�)�� $� $�$��. �&D# $� ��$� � �	�*���+ ���. $� �)*&4� /
�
����

�����
� 8
����� � ���. 8���
�� /
����� ;����%
��- ���� L&��#� ���3 �)�&���$� '�#

#������ $���&B�� )� ��98�#� ��� �-

1<&<1 ��*�� �� ���� 2�*��

�� ���O�� �)�������� $��'!��# � )�'����$�$� $� �8�&���� � '�)'���4)'�� �#

$��� )@%���. ���� �"��� #�&B�� $���#��)B� )� !��&�A�� � $�� ��'!���� $� �*&�#���$�-

�)�����)��. � !��&�A�� � ��#!&�P)�� $����� $��� #�'�)��#�� ) � D !#� ����,� ��#�&��

� � �#���*� $�� $��� )@%��� $� '�)'���4)'�� �� Q!���H'� ��&� *�)B� (!� ��$� ���

�"��$� ��&� ��"������� � ���'��& $�� ��#��� $� &��4)'�� $�%�$� �� '�#!)�'��O��
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��&� �8�'!� � $� '3&'!&� �,���%� ^��&��)�. :\\1_- �� �)��)��. !# )�%� *��! $�

$���#��)B� ��)$� ��$� ��� �"��$� ����%D� $� �D')�'�� $� ��'�&�)�#�)�� ��&�'���%�-

����%D� $� !# $��#�#"��#�)�� $� ���"&�#� �# ������. � ��'�&�)�#�)�� ��&�'���%�

�8�&��� �� '���'���@���'�� $� ���"&�#� ��$!A�)$� � )L#��� $� '�#!)�'��O�� ����

��&!� � �# !# �*&�#���$�-

��� �
����
���
 	
 �����������

��#� $��'!��$� )� ��� � C-:-0. � ���*��#�� � $� �*&�#���$�� $� ����

�8�*� !#� '������ �8�&���� � $�� $��� )@%��� $� '�)'���4)'�� ������)��$�� ��&�

��(!����!�� ���� �"��� "�)� @)$�'�� $� $���#��)B�- �����)��. ,����#�)��� (!�

,��)���# #�'�)��#�� $� �8�'!� � "����$�� �# #L&���&�� W!8�� <�)����)9= � ���'��

$� #�)��*�)� ���� � '�#�����&B�#�)�� $� $�$�� <�)����)9�= � � )�'���3����- ����

��� � ������)�� $!�� ,����#�)��� (!� ,���# ��&�'��)�$�� ���� !�� )���� ���"�&B�+

�B���$� �	��
 � 8���
�� /
����� ;����%
�� <���=-

1<)<& -��#%2��(�� �+,� ����

���� ��� � �"��$� � #�$�&� $� ���*��#�� � "����$� �# #!&�����*��#�� �.

��)$� '�#� "��� � ��$� � �	��
 ���� ����
��- � ��� � C-:-: ������)��!

� ��(!����!�� ��� (!� %4# ��)$� !��&�A�$� '�#� )9 �# �*&�#���$�� $�

'�#�!��$����- ��#� %����. ���� ��(!����!�� ������)�� #�#9��� '�#�����&B�$�

(!� ��(!�� '!�$�$�� (!� ���#���# *���)��� � '�)����4)'�� )�� ������O�� <�	
�

� ��	��= )� �'���� ��� $�$�� '�#�����&B�$��- ���� ��� � �"��$� � #�$�&� $�

���*��#�� � "����$� �# #!&�����*��#�� �. ��)$� '�#� "��� � ��$� � �	��
 ����

����
��. ���)�)$� ����@%�& � '�#�����&B�#�)�� $� $�$�� �)��� $�,���)��� ���'�����

'�)'����)���-

�# !# ���#���� #�#�)��. � �������� $� �8�&���� � $� '�)'���4)'�� �#

'�#�!��$���� �� $�! ����%D� $� �8�'!� � $� $�%����� ���'����� '�)'����)��� ��"�� ��

��'!���� $� !#� #��#� ��(!����!�� #�)����'����$�. '���'����A�)$� � '�)'���4)'��

��#����&- ����� '���. �&D# $� �!#�)��� � $���!�� $� ���'����$�� ��&�� ���'�����.
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� �"Q���%� ��� '�#�����&B�� � #��#� ������ $� �)$�����#�)�� $� #�#9��� ����

�!#�)��� � $���#��)B� *&�"�& $�� ���*��#��- ����� �)� �. ���� ����!�!�� %4#

��)$� �#�&�#�)��$� �'�#��)B�)$� �� �%�)��� $� �
��0
�� �#������ ��&� �)$L�����.

� '�# �� #3(!�)�� ���� ,�� ����@%�& �8�&���� � '�)'���4)'�� ���& <����&�&��#�=-

����� ,��#�. !# *�!�� $� �)���!�O�� ,�� '���$� ���� �����"�&���� � '�)���&� $�

�'���� G� %���3%��� '�#�����&B�$�� ��&�� #L&���&�� ���'����$����- ����� �)���!�O��

,��)�'�# #�'�)��#�� $� ��)'��)�A�� � )� �'���� $�� $�$��. ���)�)$� ����@%�& �

�'���� ��#!&�P)�� $� �!���� ���'����� � #��#� %���3%�&-

Computador Computador

Processo Thread Contador de Processo

5����� C-C ? ���*��#� �&!����)$� � �8�'!� � $� ����
�� � ���'�����- � H*!�� $�
��(!��$� �&!���� ��4� ���'����� �8�'!��)$� �# '�#�!��$��. '�$� !# '�# ��!

'�)��$�� $� ���*��#�- � H*!�� $� $������ �&!���� ��4� ���'����� &�%�� �8�'!��)$�
)� �)������ $� !# L)�'� ���'����-

� �8�&���� � $� $���#��)B� �# !#� L)�'� #3(!�)� �"��! ������ ����

� #!&�����*��#�� � &�%�. �! 
��������
����. (!� �8�&��� � #��#� #�$�&� $�

���*��#�� � �,���'�$� ��&� !��&�A�� � $� ���'����� '�)'����)���- ��!�&#�)��. �

#!&�����*��#�' � &�%� ���#��� (!� %3���� W!8�� $� �8�'!� � ��Q�# �)���)'��$�� )�

�)������ $� !# ���'���� <5�*!�� C-C=- ��$� !# $����� W!8�� $� �8�'!� � ��'�"� �

)�#� $� ���'���� &�%�. �! ��#�&��#�)�� ����
�- 	 ���#� ���'���� &�%�. �8������ �

'!��� $� #�)��!&�� � $���� ��&� �����#� �����'��)�&. (!� D #!��� #�)�� �)�����

(!� � #�)��!&�� � $� ���'����� ��&� ��'�&�)�$�� $� �����#� �����'��)�&- �#�

'���'���@���'� �#�����)�� $� ����
� D � '�#�����&B�#�)�� $� #�#9��� '�# ��$��

�� �!���� ����
�� ���%�� )� '�)��8�� $� ���'���� �# (!� �� �)'�)���- �# �!����

��&�%���. � 3��� $� #�#9��� $� ���'���� H'� $����)@%�& � ��$�� ����
�� ���%��. ��)$�

)�'���3���� ���)�� �)���!�O�� ���� '�)���&� $� �'���� ��� $�$�� '�#�����&B�$��-
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	!��� '���'���@���'� D �# ��&�� � �� ��'�&�)�#�)�� $�� ����
�� )� ���'����$��-

�#� ��&�'�� � ) � ���$� � ���'����$�� )� #�#�)�� (!� !#� ����
� D "&�(!��$�

<�# ,!)� � $� �)���!�O�� $� �	
� � ��	��. ��� �8�#�&�=. ���� �!��� ����
� ���)����

���� � !��&�A�� �� ��'!���� $� ���'����#�)��-

� �#�&�#�)��� � $� ����
�� �)'�)������. ��!�&#�)��. $����)@%�& �# $�,���)���

,����#�)���. � ����!� �#�&�#�)���O�� ��)�� �# �
��0
��. '�#� �# �	%�0
��-

	 �����)�� $���� $�'!#�)�� $��'��%� � �#�&�#�)��� � $� �!����� $� �	%�0
��

���� ����
��. $�H)�$� ��&� ��$� � �	��
 � �#�&�#�)��$� ��� $�%����� �����#��

�����'��)���. '�#� �)�8. 
�)!8 � ��' 	� 
- � ,��#� '�# (!� � ����
� D ��'�&�)�$�

)� !�� $� ���'����$�� � (!��� �� ��!� $������� ��"�� � ���'����$�� $���)$� $� #�$�&�

$� ��'�&�)�#�)�� �#�&�#�)��$�-

� #�)��!&�� � $� ����
�� D ,���� ��" !# '�)Q!)�� $� ���#���%�� $�H)�$��

��&� ��$� � �	��
- ��"� �� ���*��#�$�� $��'��%�� �8�&�'���#�)�� � ,!)� � (!�

���3 �8�'!��$� �# '�)'���4)'�� � �!���- ���� ,!)� � ��$� ��'�"�� ���P#�����

����%D� $� ��)������ ���� � #�#9��� '�#�����&B�$� � ��$� �*!�&#�)�� �����)��

$�$�� %�� ����� � $� #�#9���- � '���� � $� !# W!8� $� �8�'!� � (!� ���#����3

� ,!)� � $�H)�$� ��&� !�!3��� $� ��� �8�'!��$� �� $3 ����%D� $� �)%�'�� � $� !#�

���#���%� ����
�����
��
- 	� ���P#����� $� �)���!� � �	�� '�)�����# �# !#

�)$����� $� #�#9��� ���� !#� %���3%�& (!� �$�)��H'� � ����
�M ����@%��� ����"!���

(!� �����# ��� '�)��$���$�� ���� �!� �8�'!� � � #�)��!&�� �M � ,!)� � (!� ���3

�8�'!��$� � !# ��)����� ���� !#� ��*� � $� #�#9��� '�# �� ��*!#�)��� $� ,!)� �-

�# '�)�����)��. � ���#���%� ����
������� ������)�� ���)�� $��� ��*!#�)���. �

���#���� (!� �$�)��H'� � ����
� $� (!�& D ��(!�����$� � ���!&��$� � � ��*!)$� '�# �

��)����� ���� � �)$����� �)$� ���3 ��#�A�)�$� � ���!&��$� �����)�$�-

� '�#!)�'�� � �)��� ����
�� ) � �� &�#��� ��� ���P#����� !��&�A�$�� '�#�

�)���$� �# !#� ����
� �! �� ���!&��$� �"��$� ����%D� $� !#� �)���!� � �	��- �

��9���� #�#9��� $� ���'���� ��$� ��� !��&�A�$� )� '�#!)�'�� � �)��� �� ����
��.

����%D� $� �)���!�O�� $� &���!�� � ��'����- 	 ���"&�#� D ����*!��� (!� ���)��

!#� $�� ����
�� ��)B� �'���� � !# $�$� '�#�����&B�$� �# !# $����#�)�$�



F\

�)���)��. �#���*�)$� #�'�)��#�� $� ��)'��)�A�� � '�#� � �:�����	 
<��
- ����

��)'��)�A�� � *���)�� � '���4)'�� $� $�$�. �%���)$� (!� !#� ����
� �# �8�'!� �

�'���� ���!&��$�� ���V)��� �! �)'�#�&���� ��"�� � �8�'!� �- ����� '���. �

��)'��)�A�� � ��# ��� �"Q���%� '�)���&�� � �8�'!� � $� '�)Q!)��� $� �)���!�O�� (!�

�'����# !#� 3��� $� #�#9���- a ����"!@$� � ���� '�)Q!)�� $� �)���!�O�� � )�#�

$� ��1�	 ������
-

-�#�C. $� �)*&4� 
���
� �:�����	� D !# '�)���!��� $� ��)'��)�A�� � (!�

���#��� (!� !#� ����
� ��)B� �'���� �8'&!��%� � !#� 3��� $� $�$��- ��)$�

�8'&!��%�$�$� ��"�� � $�$�. *���)����� (!� !#� ��� � '�@��'� ��$� ��� �8�'!��$�

��# (!� �!��� ����
� ��)B� �&*!#� �)���!� � (!� #�)��!&� � #��#� 3��� $� $�$��.

(!� ������ �)'�)����4)'�� � ���� %�&��-

	 ,!)'��)�#�)�� $� 
���: D "����$� �# �)���!�O�� $� ���� �	�*=���	�*-

]!�)$� !#� ����
� �)��� �# !#� ��� � '�@��'�. �&� "&�(!��� � �'���� � �!����

����
��. �#��$�)$� � �%�)�� $�&�� ��&� ��� � <�	�*=- �� ���� $� ��� � '�@��'�. �

�'���� %�&�� � ��� &�"���$� � �!���� ����
�� <���	�*=- � ����
� ������3 "&�(!��$�

�*!��$�)$� � &�"���� � $� 
���: '��� ���&�A� !#� ������ � �	�* �)(!�)�� �!���

����
� ����Q� �8�'!��)$� �!� ��� � '�@��'�- ����� '��� � �	�* Q3 ,�� ��*�. )� �8�'!� �

$� ������ � ���	�* !#� $�� ����
�� "&�(!��$�� )� �	�* ���3 ��&�'��)�$� ���� ���!#��

� 
���:-

1<)<) -����(� ����%*( �*#��F��� G-��H

��)��$���)$� � �8�'!� � $� !#� ��&�'�� � �# !# �*&�#���$� $�

'�#�!��$����. !# $�$� ���$!A�$� �# !# '���� )9 ��� !# $����#�)�$� ���'����

��$��3. �%�)�!�&#�)��. ��� '�)�!#�$� ��� �!��� ���'���� �# !# )9 $����)��- �����

'�#!)�'��O�� �)��� ����,�� $� )9� $�,���)��� D !#� $�� ������O�� #��� '!������ �#

�� �����)$� $� ���'����#�)�� '�)'����)�� �# ��(!����!��� $� #�#9��� $�����"!@$�-

���� ��� � ������)�� � '�)'���� $� ��	�
 �� 
���
���� � $��'!�� ���. !# ��$� �

$�H)�$� ���� ���'� $� #�)��*�)�-



R1

#�	�
� �� 
���
���� � � ��&!�O�� '&3���'�� ���� � ���"&�#� $� '�#!)�'�� � �#

�#"��)��� $� #�#9��� $�����"!@$� (!� ���#���# ���&�A�� '�#!)�'��O�� �)���$!A�)$�

!# ��"��'!��� G �8�'!� � $� ��&�'�� �- 	 #�'�)��#� $� '�#!)�'�� � D "���'�#�)��

�@)'��)�. ���� D. ���� '�$� #�)��*�# �)%��$� ��� !# ���'����. $�%� �8�����

!# $����)��3��� '�������)$�)�� <���� → �������=. �#"��� �&*!#�� "�"&����'��

�#�&�#�)��# ��#"D# %����)��� ���@)'��)� $����� ���#���%��- ��$� #�)��*�#

'�)���3. �# ��! '�"���&B�. � �)$����� $� !#� ,!)� � � ��� �8�'!��$� )� ��'�����.

� )� ��! '����. �� $�$�� (!� $�%�# ��� ���'����$�� ��� ���� ,!)� �-

8���
�� /
����� ;����%
��. �! ���. '�#� D )��#�&#�)�� ��,���)'��$�. D

!# ��$� � �� %
��	 ���� ���*��#�� � ����&�&� ���� �#"��)��� $�����"!@$�� (!�

�#�&�#�)�� � #�'�)��#� $� ��	�
 �� 
���
����- 5�� $�H)�$� ��� !# 9�* �

$�)�#�)�$� ��� 5��!#� '�# � �����'���� � $� �)�%����$�$��. &�"����9���� $�

���(!��� � �)$L�����- ����� 59�!# ,���# �&�"���$�� ���#���%�� (!� ���#���# �

��)'��)�A�� � � '�#!)�'�� � $� ����,��- 	 ��$� � ��� ) � �!����� � '�)'����

$� ������ $� �)$�����#�)�� *&�"�&. ��)$� � '�#!)�'�� � �)��� ���'����� ,����.

�8'&!��%�#�)��. ����%D� $� ���'� $� #�)��*�)�. � (!� '���'����A� �!�� ��&�'��O��

'�#� ���*��#�� $�����"!@$��-

�# �8�'!� �. !#� ��&�'�� � ��� '��� !# '�)Q!)�� H8� $� ���'����� )�

#�#�)�� $� �!� �)�'��&�A�� ��- �#"��� '�$� ���'���� ����� �8�'!��� �# !#

���'����$�� ,@��'� '�# !# ���*��#� $�,���)��. � (!� � '���'����A���� '�#� ����

<�L&���&�� ���*��#�� �L&���&�� ��$�� � 8������� /�	��

 8������� >
�
=. � ,��#�

!�!�& $� ���*��#�� !��&�A� � #�$�&� ���� <�# ���*��#� �L&���&�� ��$�� � �����

/�	��

 8������� >
�
=. )� (!�& !#� L)�'� ��&�'�� � D �8�'!��$� �# '�$� !# $��

���'����$���� � � �8�'!� � $� ���'B�� $� ���*��#� D ,���� ��� ���'����$��-

��� �)*&�"� !#� �D��� $� '�)'����� (!� � � �"��$�$�� �"��8�+

• ��������+ 	 )L#��� $� ���'����� �# �8�'!� � D �)$�'�$� ��&� )L#��� $�

���'����$���� ����'�H'�$�� ��&� !�!3��� )� #�#�)�� $� �8�'!� �- ]!�)$�

� )L#��� $� ���'����� '���$�� D #���� (!� � )L#��� $� ���'����$���� ,@��'��

�+���.//���0"��������
�1 
���
� %(203 �� ����
� ������� 
�����
� �� �4���� �� �#�
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$����)@%���. � '���� � $� ���'����� D '@'&�'�. $�����"!�)$� �� ���'����� $� �'��$�

'�# � &���� $� ���'����$���� ����'�H'�$� )� '�)H*!��� � $� �#"��)��-

• -�*��(� + a � '�)��L$� $� '�#!)�'�� � �)��� $��� ���'�����. ,��#�$� ���+

I �*����2�+ �����)�3%�& ��&� �$�)��H'�� � $�� ���'�����. ��)�� �

���)�#����� '�#� � ��'�����- ��)�D#. ��#"D#. � �9�!&� $� #�)��*�#-

I 7���+ ��)�D# �� $�$�� (!� �� $���Q� �)%��� �! ��'�"��- ��)�D# �

�)$����� $� �)$� � $�$� �� &�'�&�A�M � )L#��� $� �&�#�)��� $� $�$� )�

#�)��*�# � � ���� $� $�$�-

• ��*J+ ]!�)$� !# ���'���� D �)�'��&�A�$�. ��'�"� !#� �$�)��H'�� � L)�'�

����"!@$� ��&� �����#�- ���� %�&��. $�H)�$� '�#� !# ������	 D !��&�A�$�

���� �$�)��H'�� �8�&�'���#�)�� � ���'���� $����)��3��� �! � ��#���)�� $� !#�

#�)��*�#. ���� � �������. �����'��%�#�)��-

����� '�)'����� ��� � &�*�$�� � !# '�)Q!)�� $� '���'���@���'�� (!� $�H)�#

���- �!� �)���,�'� $� ���*��#�� �. ��� �8�#�&�. ,��)�'� �� ���#���%�� � ����

'�)'�����. �)$���)$� $� &�)*!�*�# $� ���*��#�� � !��&�A�$� <��$�)$� ��� �6�``.

5	����� �! #��#� /�%�=- �)$���)$�)�� $� &�)*!�*�#. ���#��� ���*��#�� �

���� #!&�����'����$���� � ��$�� B�����*4)���. ��$�)$� ��� !��&�A�$� ��)�� ���� �

$���)%�&%�#�)�� $� ��&�'��O�� H)���. (!�)�� '�#� �#"��)�� $� ���*��#�� �- �#

�#"�� ��(!����!���. #3(!�)�� #!&�����'����$�� �! �*&�#���$��. ��� ���#��� �

���*��#�� � ���� ����%D� $� '�#!)�'�� � �@)'��)� � ���@)'��)�- �� ���#����

'���. � )9 (!� �)%�'�� � ���#���%� �����
�� H'��3 "&�(!��$� ��D (!� � '�#!)�'�� �

��Q� '�)'&!@$�- �� #��#� ,��#�. � ���#���%� �����
�� "&�(!��� � )9 ��D (!� �

#�)��*�# $���Q�$� 'B�*!� )� H&� $� #�)��*�)�- ���� � "&�(!��� ) � ��Q� $���Q�$�.

��� ������)�� !# '�)Q!)�� $� ���#���%�� ) � "&�(!��)��� <���@)'��)��=+ �����	
��

� ������
��-
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��� "
�������
���

���� ��� � $��'!�� �� ������O�� ���&�A�$�� ��&� ��'�&�)�$�� ���� '�)���&��

� �8�'!� � $� ��&�'���%�� ����&�&��- ����� ������O�� ���#���# '�)���&�� �

$�����"!��O�� $�� $�$�� )� #�#9��� � #����� �� ����,�� ��"�� !#� ��(!����!��

$�����"!@$�-

1<1<& -�2�� �*#� �� �����

���� '�)���&�� � �'����. � � $�����"!�� �. $�� $�$�� ��"�� �� #9$!&�� $�

#�#9��� $����)@%��� �# !# ��(!����!�� $�����"!@$� D )�'���3��� !#� ��$� $�

'�)�8 �-

	 ��'�&�)�#�)�� ��&�'���%� *���)'�� � ����"!�� � &�'�& � � #�*��� � $� $�$��

��"�� �� #9$!&�� $� #�#9��� $� ��(!����!�� ����&�&�- 	 *���)'��#�)�� &�'�&

'�)����� �# ����"!�� !# $�$� �# !# $�� #9$!&�� $� #�#9��� $����)@%�&- �

#�*��� � '�)����� �# #�%�� � $�$� $� !# #�$!&� G �!���- ����� ������O�� � �

���&�A�$�� ����%D� $� ���'� $� #�)��*�)�-

��# � �"Q���%� $� ��$!A�� � 	�����
� �)���$!A�$� ��&� ���'� $� $�$��.

$�,���)��� �D')�'�� ,���# $���)%�&%�$��. ��Q� ���� ��$!A�� � )L#��� $� #�)��*�)�

�! #��'���� ���� 	�����
� )�'���3��� '�# '3&'!&�� �,���%��-

���� ��$!A�� � )L#��� $� ���'� $� #�)��*�)�. ��&�'�#��� �D')�'�� (!� "!�'�#

�!#�)��� � &�'�&�$�$� $�� $�$��. �'����)$����. ��#��� (!� ����@%�&. &�'�&#�)��-

�# $�� #D��$�� !��&�A�$�� )���� '��� '�)����� �# ���&�A�� �� ������O�� ��"��

!# $����#�)�$� $�$� )�(!�&� )9 (!� � '�)�D# �# ��! #9$!&� $� #�#9���-

b ���� �D')�'� D $�$� � )�#� $� 	0���)�	
����)����. � ��! ���)'@��� '�)�����

�# $�����"!�� ��&�� #9$!&�� $� #�#9��� $�� ���'����$���� �� $�$�� � �8�'!���.

��"�� ��& ���'����$��. ������O�� ��"�� ����� $�$��- 	!���� �D')�'�� �*�!��#

�# !# #��#� ���'����$�� �� ������O�� (!� �8�'!��# '�#!)�'�� � �)��� ��

^c��T��� �)$ c!#��. :\\R. e�)* �)$ ������!&��. :\\0_. �! �#���*�# � $!�&�'�� �

$�� $�$�� ��"�� ��$�� �� )9� ^/�'(#��. :\\;_-

�# '���� �)$� ) � �� ��$� �%���� � ���'� $� #�)��*�)�. �"��$���� �



RC

)�'����$�$� $� !��&�A�� �� ���'����$���� �)(!�)�� � '�#!)�'�� � ) � �'����- ��&

����%����#�)�� $�� ���'����$���� ��$� ��� �8�&���$� �)��'���)$� �� '�#!)�'��O��

�)��� �� )9�. �������)$� �� $�$�� � �� #�)��*�)� ���� (!� ����Q�# $����)@%��� )�

#�#�)�� (!� ��(!�����$��- 	!��� �D')�'� D ����%����� � ���'����$�� '�# !#� ����
�

�)(!�)�� �!��� ���3 "&�(!��$� ���&�A�)$� � ���'� $� #�)��*�)� <
��������
����=

^��&��)�. :\\1_-

1<1<) -�2�� �*#� �� #���F��

	 ���"&�#� �)'�)���$� )� #����#�)�� $� ����,�� '�)����� �# $����#�)��

(!��� ��� � �8�'!��$�� ��"�� (!�& ���'����$�� � � #�#�)�� �# (!� ��� � �8�'!��$��-

��& ������ � $� #����#�)�� '�)����� �# ����"!�� ����,�� ��� ���'����$����-

����� #�#�)��. ����� ��$�# ����� ���)��� ���� ����# �8�'!��$�� �! ) �- �#�

����,� ���)�� D '�)��$���$� �8�'!�3%�& � ������ $� #�#�)�� (!�# �&� D #����$�

��"�� !# ���'����$��- �#� ����,�� ) � ���)�� ) � $�%� ��� �8�'!��$� �)��� (!�

�!�� $���)$4)'��� ��)B�# ��$� �����,�����-

�# ��&�� � �� #�'�)��#� $� ����,��. $!�� �"��$�*�)� ��$�# ��� '�)��$���$��+

• ��*+� �*#� ��#� K#%��+ � ����,� D &�)��$� )� #�#�)�� �# (!� ����%��

#����$� � ��$�� �!�� $���)$4)'��� ,���# ����&%�$��M �.

• ��*+� �*#� ��#������+ � &�)��#�)�� ) � D �!��#3��'�. ��)$� $�H)�$�

��� �&*!#� ������D*�� $� ��'�&�)�#�)�� ^
�X�)�B�& �� �&-. :\\;_-

�#"��� �����# �8����� $�%����� ����,�� )� ����$� $� �8�'!� �. �# !#

$����#�)�$� �)���)�� $� ��#��. ���)�� !#� D �8�'!��$� ��&� ���'����$��- ���� (!�

�'���� � '�#�����&B�#�)�� $� ��#�� $� ���'����#�)�� D )�'���3��� !# #�'�)��#�

$� ����#�� �M

• �,� 2��� 2#%��+ !#� %�A &�)��$� !#� ����,�. �'!�� � ���'����$��

��D ���#�)�� �!� �8�'!� � �! 'B�#��. �8�&�'���#�)��. !#� ������ � $�

��)'��)�A�� �-



RF

• ���� 2#%��+ � �8�'!� � D $�$� )� ���'����$�� �# !#� ,���� $� ��#��-

�� H)�& $���� ,����. �! �# !#� ������ � $� ��)'��)�A�� �. � ���'����$�� D

&�"���$�. ��D (!� *�)B� )�%�#�)�� � �����"�&�$�$� $� �����)�� � �8�'!� �-

	!��� (!��� � D '�#� *���)��� !#� �������� � B�#�*4)�� $� '��*�� �)���

�� ���'����$����- ��& �������� � D ���&�A�$� )� �)@'�� $� �8�'!� �. )� ���#����

#�#�)��. ��&� #����#�)�� $� ����,��- �!��)�� � �8�'!� � $� ��&�'�� �. )�

�)��)��. ���� #����#�)�� ��$� ��,��� $��"�&�)'��#�)��- � � '�)��$���$�� $!��

�&���)���%��

• -%(��+,� ���#�%#�+ ���)�� ����,�� #����$�� ��)$� ) � &�)��$�� � �

'�)��$���$��- �$����$� ���� '���� �)$� ) � �8���� ����#�� � $� ����,��M

�.

• -%(��+,� �� #���F�� � �C���+,�+ >�# #��� �)�����. ��(!�� � ����#�� �

$� ����,�. �#��'���#�)��. �)%�� � ��&�)��#�)��-

��# $�%�
�
����&

 	
 �������&

 ��
�����'	�


� &������!�� ������)�� !# )L#��� '�)��$��3%�& $� ���"�&B�� ��&�'��)�$�� G

��#!&��O�� $� �����#�� )��!����. ��Q� �"��$�)$� '���'���@���'�� (!@#�'��. ,@��'��

�! "��&9*�'��. '�),��#� � '&����H'�� � $� 
�%�) ^
�%�). :\[\_. ���� �� ���"&�#��

$�)�#�)�$�� I*��)$�� $���H��J G '�4)'��+

• ]!@#�'� (!P)��'�. #�'P)�'� �����@���'� � ,@��'� ��&���%@���'�M

• ���#�&�*�� � �����,@��'�M

• ��)P#�'� $� 5&!�$�� � �!�"!&4)'��M

• 5@��'� $� ����$� �9&�$� � �!���'�)$!��%�$�$�M

• >��&�*��. ,��#�'�&�*��. ��(!�)'��#�)�� $� *�)�#�. �)*�)B���� *�)D��'�.

�)'���!&�#�)�� $� �����@)��. ���%�$�$� �)A�#3��'� � #�$�&�*�# '�&!&��M
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• ��$�'�)� � #�$�&�*�# $� 9�* �� � ��'�$��M �.

• �������&�*�� � '&�#� *&�"�&-

�!���� $�� ���"�&B�� ���&�A�$�� )����� 3���� !��&�A�# � #D��$� $� ��)��

���&�. $�H)�)$� �����#�� ,��'�#�)�� �'��&�$��. (!� � � ���%��&#�)�� ����&�&�A3%���

^��$$�)*��). :\\C. 
�#E�. 0110_- �# �&*!#�� �#�&�#�)���O��. $�,���)���

��#!&��O�� ��$�# ��� �"��$�� $� ,��#� '�#�&���#�)�� �)$���)$�)��. ����%D� $�

�&����� � $� ���P#����� $� �)�'��&�A�� �. � � ���!&��$� H)�& D �"��$� ����%D� $�

'�#"�)�� � $�� ��@$�� *���$�� ��� ��$�� �� ��#!&��O��. ��$!A�)$� � ���� �����@���'�-

	!���� �#�&�#�)���O�� �8�&���# � $�'�#����� � $� $�#@)��� ^���'��� �� �&-. 011;.

c���$� �� �&-. 0111. �&�#���) �)$ N�)$��'E��). :\\;. ���)�%���) �� �&-. :\\2_- �#

���� '����. � �����#� ��#!&�$� D $�%�$�$� �# ��*�O�� )� ������- ����� ,��#�. �

��#!&�� � ��$� ��� ���'����$� $� ,��#� �)$���)$�)�� �# '�$� ��*� �- �&D# $����.

�&*!#�� ��&�'��O�� )�'������# $�� ���!&��$�� $�� "��$�� $�� ��*�O�� %�A�)B��. '�#�

������)��$� �# ^���)�&�� �� �&-. 011C_-

�&�#���) $��'!��! ������D*��� $� $�%�� � ^�&�#���) �)$ N�)$��'E��). :\\;_

)� '�)��8�� $� ��#!&��O�� $� $�)P#�'� #�&�'!&��. �)$� � �&�#�)�� ��!�)�� )�

��#!&�� � D �$�)��H'�$� '�#� ��	
	- 	 ���#���� �&*����#� ������)��$� ��&� �!��� D

$�)�#�)�$� ���	
�	��1�	 
�?
��
- ����� �&*����#�. 3��#�� �������)��# � !)�$�$�

$� ���"�&B�. ��"�� �� (!��� � '3&'!&� ��$� �� ���&�A�$� $� ,��#� �)$���)$�)��- 	

��*!)$� �&*����#�. $�)�#�)�$� ���	
�	��1�	 �� %	�1
�. $�H)� '�#� !)�$�$� $�

���"�&B� !# "&�'� $� 3��#��. ��)$� � �����#� � ��� ��#!&�$� �# "&�'�� $� �*!�&

��#�)B�- 	 ���'���� �&*����#�. �)���!&�$� ���	
�	��1�	 ���
��
�. $�%�$� � ������ �#

���#�� $� 'D&!&�� C�- � �)3&��� �)'�)���$� �# ^�&�#���) �)$ N�)$��'E��). :\\;_

$��'!�� ����� �&*����#�� �# ���#�� $� ,�'�&�$�$� $� �#�&�#�)��� �. '!���� $�

'�#!)�'�� � � ����)'��& $� "�&�)'��#�)�� $� '��*�- 	 �&*����#� $� $�'�#����� �

��V#�'� ,�� '���'����A�$� '�#� !#� ������D*�� $� ��#�&�� �#�&�#�)��� �. '�# !#

�&�� ����)'��& $� "�&�)'��#�)�� $� '��*�. #�� '�# �&�� '!��� $� '�#!)�'�� �- 	

�&*����#� $� $�'�#����� � $� ,����� ��#"D# D $� �#�&�#�)��� � ��&���%�#�)��

��#�&�� � ������)�� ����)'��& ���� "�&�)'��#�)�� $� '��*� � $�#�)$� #�)�� '��*�
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$� '�#!)�'�� �- �� �)��)��. ) � D ��'�&3%�& ���� ���"&�#�� #������- 5�)�&#�)��. �

�&*����#� $� $�'�#����� � ����'��& D $� �#�&�#�)��� � #��� '�#�&�8�. ��,�� #���

,�'�&#�)�� $� $��"�&�)'��#�)�� $� '��*��. �#"��� #��� ��'�&3%�&-

���� �!���� #�$�&�� $� ��#!&�� � � � ������)��$�� '�# #������ $���&B��-

	 ���#���� �)������� ��&�� ��'!���� $� �#�&�#�)��� � !��&�A�$�� � � ��*!)$� ��&�

���8�#�$�$� �� ���"&�#� �����$� )� �����)�� ���"�&B�-

1<4<& -����� �� ��##�

�!����� � '�&�"���$���� ^�!���� �� �&-. 011R_ $��'��%���# !# )�%� ��(!�#�

���� ��#!&�� ����!�!��� '�&!&���� <'D&!&�� "��&9*�'��. "�&B�� �! *� �� $� ��&�'�������=

"����$�� )� #�$�&� '�&!&�� $� �����- �� #�$�&� ���*�)�&. '�$� ����@'!&� D '�&'!&�$�

�&�������#�)��. !��&�A�)$� � ������D*�� $� ��)�� ���&�- 
�*�. � '�$� ��
�����.

'�$� ����@'!&� ��# �����"�&�$�$� �*!�& $� ��� ��'�&B�$� ���� ��� '�#�!��$�- ��#�

� '�#�!��� � $� )�%� ����$� $� ����@'!&� ��(!�� '�#� �)���$� �� ����$�� $��

����@'!&�� %�A�)B��. ���� #�$�&� �)���$!A !#� *��)$� (!�)��$�$� $� ��)'��)�A��O��-

����!����# !#� ��&!� � "����$� )� ��$!� � $� �&�������$�$� (!�)$� !#� ����@'!&�

D ��'�&B�$�. ��$!A�)$� �� ��(!���#�)��� $� ��)'��)�A�� �-

�# ���"�&B� ��������� ^���'��� �� �&-. 011;_. ������)����# !#�

�#�&�#�)��� � ���� �*&�#���$�� $� '�#�!��$���� "����$� �# ���'� $� #�)��*�)�

� #!&�����*��#�� � &�%�- �#� IA�)� ,�)���#�J �)%�&%� '�$� ��*� � '�# �� $�$��

$�� ����@'!&�� %�A�)B��- �!��)�� � ����� $� '3&'!&�� ) � �8���� ��)'��)�A�� �. ��)$�

���� �8�&���$� ���)�� (!�)$� �8���� �&����� � �# ��& A�)�- 	 ���"�&B� !��&�A�! �

!�� $� ,����#�)��� ��$� � ���� ���'� $� #�)��*�)�. �	�*��� � ����
�� �	��
 ����

#!&�����*��#�� � &�%�-

1<4<) -����� �� L�%** 2��� F��+�� ���%�%�

]!�)) � '�&�"���$���� ^]!�)) �� �&-. 011C_ $��'��%���# !#� ��#!&�� � $�

,����� ��'���� !��&�A�)$� �*&�#���$�� $� '�#�!��$���� '�#� �#"��)�� $� �8�'!� �-

�8�&�����# � ����&�&��#� $� $�$�� ��*!)$� � #�$�&� #�����6��'��%�. � (!�& ���#���
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� '�)���&� $� �%�&!� � $� ��#!&�� �- ����� �#�&�#�)��� �. !#� &���� *&�"�&

'�)��)$� ��*�O�� � ����# '�&'!&�$�� D *���)'��$� �# !# )9 #�����. �)(!�)�� )9�

���"�&B�$���� '�)��#�# ����� ��*�O�� ���� ���&�A�� � ���'����#�)�� $� ��#!&�� �

�������#�)�� $���- 	 ,��� $� (!� B3 '3&'!&� $�� ��*�O�� %�A�)B�� D ��#"D#

'�)��$���$�- ����� �#�&�#�)��� �. !#� IA�)� ,�)���#�J '��'� '�$� ��*� �+ '�$�

A�)� ,�)���#� '�)�D# '9���� $�� �*�)��� '�)���&�$�� ��� �!���� ��*�O��- �

��)'��)�A�� � $� ��#!&�� � D ���&�A�$� $� ,��#� $�����"!@$�+ �� H)�& $� '3&'!&�

$� !# ��
�����. '�$� ��*� � �)%�� ���� �!�� ��*�O�� %�A�)B�� �� �*�)��� (!� ��

$��&�'���# )� $���� � $�����. ��#"D# ��'�"�)$� �� �*�)��� (!� %����# ����

� ��! �)������- � �#�&�#�)��� � $���� ��&�'�� � ,�� ���&�A�$� �8'&!��%�#�)��

�# ���. ��# !��&�A�� #!&�����*��#�� � � ) � &�%�)$� �# '�)��$���� � ��

'���'���@���'�� $� ��#!&�� � $� B!#�)�� %���!��� �# ���!��O�� $� �#��*4)'�� <(!�

*���! $��"�&�)'��#�)�� $� '��*�=-

��( !�����
��

	 #�$�&� $� ��#!&�� � '�# ��&!� � "�$�#�)���)�& �8�*� � !�� $� �D')�'��

$� ���'����#�)�� $� �&�� $���#��)B� ���� �"��� ���!&��$�� �# ��#�� B3"�&. ����.

'�#� $��'!��$� )� ���@�!&� 0. �������� $� !# #�$�&� 5@��'� $� '�#�&�8�$�$� O(n2).

�)$� n D � )L#��� $� �*�)��� (!� �� $���Q� ��#!&��- � �&���)���%� ��'�&B�$� ���� �

$���)%�&%�#�)�� $���� ���"�&B� ,�� ,���� %���)$� !��&�A�� � �*&�#���$� $� #3(!�)��

���� $����)@%��� )�� �)���&��O�� $� ���*��#� �)���$��'��&�)�� $� �9� ���$!�� �

�# ��#�!��� � ��&�'�$�. $� �)�%����$�$� $� ��&� $� ��� $�� ��)��-

���D#. '�#� $��'!��$� )���� '��@�!&�. � '�)���!� � $� !# ���*��#� (!�

�8�'!�� �# !# �*&�#���$� ��(!�� (!���O�� �#�����)��� (!� $�%�# ��� '�)��$���$��-

� ���#���� D ��,���)�� � #�#9���- �&D# $� '!��� '�#�!��'��)�&. '&���#�)��

�%�$�)��. ���� '&���� $� ��#!&�� � �8�*� #!��� #�)��!&�� � $� #�#9��� ,@��'�-

���� '��@�!&� ������)��! $!�� ,����#�)��� (!� %���# �!���� ����� )�'����$�$��-

���� '�)'���4)'�� �)����)9 ,�� ������)��$� � ��$� � �	��
 ���� �B���$�. '���A

$� *���)'��� � #��#� ��*� � $� �)$�����#�)�� ���� $�,���)��� ���'�����- ����
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'�)'���4)'�� �)����)9�. $��'!��!��� � ��$� � ���. (!� �� !��&�A� $� !#� �D��� $�

���#���%�� ���� ���'� $� #�)��*�)� �)��� ���'����� (!� �����# ����$�� �# $�#@)���

<#3(!�)��= $�,���)���-

	!��� (!��� � (!� $�%� ��� '�)��$���$�. D � "�&�)'��#�)�� $� '��*�� �)���

�� )9� $� !# �*&�#���$�- �#� $�����"!�� � $� '��*�� (!� &�%� �# '�)��$���� �

�� '���'���@���'�� $� ��&�'�� � %���)$� $�#�)!�� � )L#��� $� '�#!)�'��O�� �)���

�� )9�- �� (!�&(!�� ,��#�. D �)�%��3%�& � !�� $� ���'�� $� #�)��*�)� �# !#

�*&�#���$�. � � #�&B�� ,��#� $� �"��$�� ���� 	�����
� $�� ��#��� $� '�#!)�'�� �

D ����%D� $� �8�&���� � $� ����
�� �# !#� '�)'���4)'�� �)����)9 ���� '3&'!&� �,���%�

^��&��)�. :\\1_ ��$!A�)$� � �#��'�� $�� '�#!)�'��O��- 	 #�$�&� ������)��$� )�

��� � C-F-0 ) � ������)�� ���� "�&�)'��#�)�� $� '��*� $��'���� �# ,!)� � $�

��&�'�� �. )�# �8�&��� � '�)'���4)'�� �)����)9 �# ��"������� � ��� ��#��� $�

'�#!)�'�� �. �� '�)������ $� ��&!� � ������)��$� ��� ���'��� <��� � C-F-:= (!�

!��&�A� ����
�� � '�#!)�'�� � ����%D� $� �	�*���-
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����
��� $

������ �������	���	�� ���� ������

�������

��),��#� $��'����. �� ��!��� '�)���� !�"�)�� '�)'�)���# !#� ���,!� �

$� �)$�%@$!��. � *��)$� ����� $�&�� �# ����!�!��� � �$�H'��O�� '�#�&�8��. ����

'�#� *�)3���� �������%��. '�)���� '�#��'���� � ����������- ����� �#"��)���.

���$�#�)���)���. ������)��# '&���#�)�� !# *��! $� &�"��$�$� �8��� G(!�&��

�!�����$�� ��&�� #�$�&�� ��!��� $� ��#!&�� �- ���� D !#� &�#���� � $�� #�$�&��

"����$�� �# 5@��'� �)'�)���$�� )� &������!�� (!�. �#"��� ������)��# ���!&��$��

�����,��9���� $� ��#!&�� �. � � �)'���A�� $� ��#!&�� �*�)��� �# �����)�� ����*!&����

�! '�# � �����)�� $� ��#��� � ��'�$��-

���� '��@�!&� �)���$!A � #�$�&� ���$�#�)���)�& $� ��#!&�� � $� #!&��$O��.

"����$� �# 5@��'�. �������� )���� ���"�&B�-

#�� )��
��������

���� '��@�!&� !��&�A� '�)'����� � ��&�%��� ���� $�H)�� �������$�$�� ����'@H'��.

��Q�# �# ��&�� � G *��#����� $� �#"��)�� ,@��'� �! �� #�$�&� #���#3��'�- ��$�

�&�)� D �$�)��H'�$� ��� !#� &���� *��*� #�)L�'!&�. ��� �8�#�&� γ � π. '�#� !�!�&

)� #���#3��'�- �# �&�)� ����&�&� � �!���,@'�� ��������� D $�H)�$� '�#� !# �*���-

� #!$�)�� $� �)$���� D ,���� ��� �# !#� �� 2�. ���� D. !# �&�)� �)'&�)�$� ���



;1

!# P)*!&� α <��& (!� 0 < α < π/2= �# ��&�� � � �!���,@'�� ���������- �# '�$�

�)$�� � ��#�� �8���� !#� ��*� � $�)�#�)�$� �#��#��. !#� ��*� � ����'��& ����

�)$� �� �*�)��� $� !# $����#�)�$� �&�)� �� $��&�'�#- ��$� �)$��. ��#�� �! ��&�

<�#"��)�� '��'�$� ��� ����$��= D $�)�#�)�$� ��*#�C#�- ��$� �*�)�� (!� $��8�

!#� $����� ��*�O�� � ����� G �!���. ���3 ���&�A�$� !#� ���'� $� '�)��8��- �����)��.

'�$� '�)��8�� ������)�� !#. �! #���. ���������- � ���'� $� '�)��8�� D ���&�A�$�

(!�)$� � �*�)�� ���)*� � ������� $�(!�&� �#"��)��-

#�� ����
��

 ���	��
�
�����


5����� F-: ? �������)��� � �# �#"��)�� %���!�& $� !# �#"��)�� ���$�#�)���)�&.
'�)��)$� !#� ��#�� �)��� $��� �&�)�� $� )@%��� $�,���)��� � !#� '��8� �����&

'�#� �"��3'!&� ���3��'�-

� 5�*!�� F-: ������)�� !# �#"��)�� %���!�& ���$�#�)���)�& ,��#�$� ���

��4� �&�)��. $��� B���A�)���� � ����&�&��. !)�$�� ��� !# ���'����. �������)��)$�

!#� ��#��. � !# �"��3'!&� ���3��'� �������)��$� ��� !#� '��8� �����&- �����

'�)H*!��� � $��'����. '��� ��)B� ��! �"Q���%� ���!�$� )� �)$�� �!������. � �*�)��

$�%� ����� ���� � �!"�� � ��#��- � � �"���)��. � #�%�#�)�� $� �*�)�� )�

'�)H*!��� � $�%� ��� '�#���@%�& '�# � #�$�&� $� N�&"�)*. �! ��Q�. ��*�$� ���

�(!��O�� ,@��'�� $� #�%�#�)��- �����)��. ���� ���� ���!��O��. D �#�����)�� (!�

� #�$�&� #���#3��'� ��,�� �&�����O�� (!� ���#���# $��'��%�� � )�%� �����#� $�



;:

,����� ��!�)��� ��"�� '�$� �*�)�� "�# '�#� � ��&�� � $� �)����� � �)��� �*�)���

$����)���- ����� ,��#�. ���!#���� $��� ����!&�$��+

���#����� 4<)<& >	�� 
������ i � j �
 ��
�	� γ � π� ���������

����� ��	 ����


�����%���� �
 ��
���@��
 �� 	����
 ��
��	 γ � π ��	 %	��
 �	��:	�� �� ���
� �	��


������ �	�
��A
�	� �
 ��
�	� ��	 �	����
�	� ��	 ����
 �����%���� �
 ��
���@��
 �


�	 	���	�

���#����� 4<)<) � 
����� �	�
��A
�	 �
 �

 �

�
 ���� 
�������
� ��
1�	 B

�����%����� �	�

� �	 ��
�	� � ���� ���
� �	� ��,�9���
 �� �
 �	�����	 ��

�	
�	������ ��%������� B 
1�	 ��
���
��	�
��

a �#�����)��� $����'�� (!� )� ����!&�$� F-0-: � ��&�%�� ��
�	� D !��&�A�$�

��)�� ���� �)$����. '�#� ���� ��#���-

#�� *�	
�� �'
���

�# ��! #�$�&� $� ,����� ��'����. N�&"�)* $��'��%� � ��#��9��� $� ,����� ��"��

!# �*�)�� i. �8������ ��� �F H
i . '�# #���� mi � %�&�'�$�$� �vi ��� !#� �(!�� �

$�,���)'��& <�(�F-:=�. �)$� � ���#���� ���#� � $������ $� �*!�&$�$� ��,������ � ,����

$� $���'��)�"�&�$�$�. �����)�3%�& ��� *�%��)�� � �*�)�� G %�&�'�$�$� $���Q�$� $�

#9$!&� v0
i )� $���� � ê0

i �# !# ��#�� τi- 	� ���#�� �����)��� � � �����)�3%��� ��&�

�,���� ���!&��%�. $� '���'��� ��'��&. �)��� � �*�)�� � �� n−1 $�#��� <���� ��$� i �= j=

� �)��� � �*�)�� � �� ����$�� w. ��*!)$� � ���'���� ���#��. �����'��%�#�)��-

mi
d

dt
�vi = �F H

i = mi
v0

i ê
0
i − �vi(t)

τi
+

n∑
i=1
i�=j

�fij +
∑

w

�fiw <F-:=

���� �(!�� � ������)�� !#� ��&!� � %3&�$� ���)�� �# !# �#"��)��

"�$�#�)���)�&- � �)�8���4)'�� $� &�#����O�� ����'���� )���� #�$�&�. ��& '�#� �

�����)�� $� ��#��� <'�#� ������)��$� )� 5�*!�� F-:=. ) � ���#���. ��#�&��#�)��.

�1 �����
� 5! "�� ����������� �� 6������� 3 � "�� ����������� ���� "�	������ � �����
��
������
�� ��������
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� �)'&!� � $� !#� )�%� '�#��)�)�� ����'��&- �# !#� ���!�� � �)$� �*�)���

�)'�)���#��� �# �)$���� $����)��� � �$�� � $���� '�#��)�)��. �'���'�$� �� ,��� $�

,���� $� �)����� � �)��� �*�)��� ��� )� $���� � $� ���� %���� (!� �� !)�. �#�&�'����

�# !#� ,���� $� ���!&� � #L�!� �# ��)��$�� �)��&�'3%��� )� #!)$� ���&-

Fij

αFji

Fijx

Fjix

Fijy

Fjiy

5����� F-0 ? ���*��#� $� '���� &�%�� $�� �*�)��� i � j �8�&���)$� �� ,����� $�
���!&� � ��'��& ����'��$� � �&�� � '�#��)�)��� $�� #��#�� )� �&�)� $� #�%�#�)��

$�� �*�)���-

� 5�*!�� F-0 ������)�� � &�)B� ��)��&B�$� )� $���� � (!� !)� �� $��� �*�)��� �

�� %������ �Fij � �Fji '�#� ,���� ���!&��%� �)��� �� �*�)��� i � j- ����� ,�����. �*!��� �#

#9$!&� '�# $�,���)�� ���)�� )� ��)��$�. ) � � � ����&�&�� �� �&�)� $� #�%�#�)��

$�� �*�)��� <�)$����= � ��!� ���!&��$�� � � �)$���Q�$��. ���� �'���'�# �� '�)Q!)��

$� ,����� ��!�)��� ��"�� � �*�)�� !#� �'�&���� � $� ����)��� � �#�����'3%�&-

�&D# $� �$�� � $� !#� )�%� '�#��)�)�� ����'��& �� #�$�&�. � #��#� $�%�

��,��� #�$�H'��O�� (!� *���)��# � �%�#%*+,� �� 2��*�� ������)��$� )� ����!&�$�

F-0-:. �%���)$� � �)����� � �)��� �*�)��� )����� ���!��O�� '�@��'��- � ��98�#� ��� �

�"��$� � �9��'� #���#3��'� ��"�� �&�)�� � $�H)� !# )�%� ���#� ���� � �&�#�)�� �

$�� ���"&�#�� ���)��$��-

#�# ��
������ 	
 �����


���� ��� � ������)��. �# &�)B�� *�����. !#� %�� � #���#3��'� $� ��
�	.

�)%�&%�)$� �!�� �������$�$�� � $�H)��O�� #���#3��'��- � ��� � H)�&�A� �!*���)$�

� ���#���� �&����� � )� #�$�&� $� N�&"�)* ���� ���%�� �!����� G �#"��)���

���$�#�)���)���-
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4<4<& 7�:*%+,� �� � 2��*�

� ���#����� �)�&@��'�. '�#!#�)�� $�)�#�)�$� $� *��#����� '�������)� ? �#

��,��4)'�� �� H&9��,� � #���#3��'� ,��)'4� ��)D ���'����� <:R\;�:;R1= ? D � ��#�

$� #���#3��'� (!� ���!$� � *��#����� !��&�A�)$� ���)'@���� $� 3&*�"��- ���#���

$��'��%��. ����%D� $� �(!��O��. %������. �����. �&�)�� � �!���� �!���,@'��� (!�$�3��'��

'�# "��� )�� '���$�)�$�� '�������)��-

����� ��� � � ,�'� D � �&�)�. ������ #���#3��'� (!� '�#����� ��$�� ��

��)��� �# $� !#� $��'��� � ����'��& "�$�#�)���)�&- �� ������ ���$�#�)���)�&. D

!# �"Q��� $� $!�� $�#�)�O�� (!� '�#����� !# '�)Q!)�� $� ��)��� ��" � '�)$�� �

$� �	��
�
����
��-

N

x

y

z

P0 = (x0, y0, z0)

P = (x, y, z)

5����� F-C ? �������)��� � $� !# �&�)� *�)D��'�. �# ������ ���$�#�)���)�&.
'�# %���� )��#�& �n- � $���%�� � $� �(!�� � $� �&�)� <�(�F-F= !��&�A� � ��)��
P0 = (x0, y0, z0). (!� $�H)� � %���� )��#�&. � !# ��)�� (!�&(!�� P = (x, y, z)-

�# %���� �N = Nxı̂ + Ny ̂ + Nzk̂ $�H)� !#� ,�#@&�� $� �&�)�� ����&�&��. �

)��#��� � �&�- a ����"!@$� �� %���� �N � )�#� $� ���	� �	�

� � � ����'��&�A�� � $�

!# �&�)�. ���� D. � $����)� � $� !# �&�)� �)��� �� $�#���. D ,���� ����%D� $� ��'�&B�

$� !# ��)�� P0 = x0 ı̂ + y0̂ + z0k̂ �����)'�)�� � ���� �&�)� � (!� ��Q� '�&�)��� ��

%���� )��#�&- ����� ,��#� !# ��)�� P = xı̂ + y̂ + zk̂. (!�&(!��. $� �&�)� � �

��)�� P0 ,��#�# !# %���� �P0P = (x − x0) ı̂ + (y − y0) ̂ + (z − z0) ẑ �����)$�'!&��

�� %���� )��#�& �N - ����#. � ���$!�� ��'�&�� �)��� �� %������ �N � �P0P D �*!�& �
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A���. '�#� #�����$� )� �(!�� � F-0- � �(!�� � F-C �������)�� � #��#� '�)$�� �

$� �*!�&$�$� �)������. ���D# �8����� �# �!� ,��#� ����)$�$�-

�N · �P0P = 0 <F-0=

Nx (x − x0) + Ny (y − y0) + Nz (z − z0) = 0 <F-C=

�!. '�#� ��,���)'��$� )� &������!��+

Nxx + Nyy + Nzz = −d <F-F=

�)$� d = −Nxx0 − Nyy0 − Nzz0-

��&��)$� �� ���"&�#� ,@��'� �# %�*�. � %���H'�� � $� '��&�)����$�$� $� $���

�*�)��� i � j ��$� ��� ������)*�$� G %���H'�� � $� �8���4)'�� $� !# ��)�� �# !#

�&�)�- ����%D� $� �(!�� � $� �&�)� <�(�F-F= $� �*�)�� i. �&�)��γ. ��� �8�#�&�.

%���H'���� �� � ��)�� ����'��& �)$� ���3 &�'�&�A�$� � �*�)�� j �)'�)������ )����-

� ������ $� ����� � ����'��& $� �*�)�� i. D ����@%�& �)'�)���� !# %���� )��#�&

�� ��! �&�)� <'�)��$���)$� � ����� � $� �*�)�� i '�#� ��)�� P0 )� $�H)�� � $�

�&�)� $��'����=- � %���H'�� � $� '��&�)����$�$� D ,���� ����"!�)$� � ����� � $�

�*�)�� j �� ��)�� *�)D��'� P - ���� � �*!�&$�$� $� �(!�� � F-C ) � �� �����,���.

H'� �%�$�)�� � ) ��'��&�)����$�$� $�� �*�)���-

4<4<) �2�%��* �� � %��,� �� #�� ��

a ����@%�& ����"�&�'�� !#� �)�&�*�� '�# � ,!)� � $�&�� $� c��)�'E��� ����

�8������� � ����!&�$��F-0-:. (!� �8���#� � $����)� � $� �&�)�� �)��� �*�)���. ����%D�

$� !#� )���� � '�#��'�� εij . $�H)�$� )� �(!�� � F-R-

εij =




1, �� i � j �����)'�# � �&�)�� '�)�8��

0, �� i � j ) � �����)'�# � �&�)�� '�)�8��
<F-R=

�� ����� �� 7����	8��� ��� ���� ��� ������������ 	��� ��� 
���
� ���	���� �� "���
� ������  
��9���� ��� δij = 0 ������ i �= j � δij = 1 ������ i = j�
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����� ,��#�. (!�)$� $��� �*�)��� �# �)����� � ��'��& ) � �����)'���# ��

#��#� �&�)�. � ���!&��$� $� D���&�) $� �#��� � $� ���#�� ��# %�&�� )!&�. �&�#�)�)$�

� ���#� $� ���!&� � $� �(!�� � $� #�%�#�)��- �# �!���� ��&�%���. ���� ��*)�H'� (!�

� ���#� D �*!�& � : <!#= ���)�� )� '�)$�� � $� '��&�)����$�$� � $� '�)�'��%�$�$�

$�� �&�)�� $�� �*�)���. '�),��#� *���)��$� ��&� ����!&�$� $� �%�#%*+,� �� 2��*��-

����#���'�#�)��. ���� ��*)�H'� ���)�,��#�� � ���#� $� '�&�� � �)��� $��� �*�)���

$� �(!�� � $� #�%�#�)�� <�(�F-:= �# !# )�%� ���#�. �������)��$� )� ���'� $�

�(!�� � F-;-

n∑
i=1
i�=j

�fij →
n∑

i=1
i�=j

�fijεij <F-;=

#�( ��
�
�� 	
 �����
 �'
���


����#���'�#�)�� D ����@%�& �8������� !# '�)Q!)�� $� ,����� ,@��'�� ��!�)���

��"�� !#� ����@'!&� ����%D� $� !#� L)�'� ,���� ���!&��)�� �Fres '!Q� ���!&��$� D

�"��$� ����%D� $� ��#� %������& $� ��$�� �� n ,����� �fi <���� i = 1, 2, ...n= (!� �*�#

��"�� �&� <�(�F-2=- ���� ,���� D. �)� �. %���� '�#� � L)�'� ,���� $� �����#� � ��!

���!&��$� ��"�� � ����@'!&� D �$4)��'� �� ������)��$� ��&�� �!���� ,����� (!�)$� �#

'�)Q!)��-

�Fres =
n∑

i=1

�fi <F-2=

���� '���'���@���'�. (!� ��$� ��� �)'�)���$� �# &�%��� $�$3��'�� $� 5@��'�

����&. ,�� �8�&���$� )� &������!�� $� N!#�)�� ����!��� ��� N�&"�)*. >��!) �

��T,���$. �)��� �!����. �� �)���$!A�� )�%�� ���#�� G �(!�� � $� #�%�#�)��- N�&"�)*.

'�),��#� $��'���� )� ���@�!&� 0. ��#�! �� ���#� $� $���'��)�"�&�$�$� � '���'���

��'��&- >��!) $��'��%�! � �)$�%�$!�&�$�$� $� �*�)��� ���#���)$� � �)����� �

�)��� �*�)��� '�# $���)$4)'�� $� #�%�#�)�� '�# �!���� �&��!@����- ��T,���$

^��T,���$ �� �&-. 011;_ �!���#�! � ���#� ��'��& �)���$!A�$� ��� N�&"�)* � $��'��%�!

!# )�%� ���#� "����$� )� ��&�� � %�&�'�$�$��$�)��$�$�-



;;

��#�&B�)��#�)��. ���� ���"�&B� ����O� � �)'&!� � $� !# )�%� ���#� <�F nova
i =

�����)�3%�& ��&� �)W!4)'�� *��%���'��)�& ��"�� � �*�)��. � ����O�� � �!���,@'��.

'�),��#� ������)��$� )� �(!�� � F-2- 	 #�$�&� ���!&��)�� $�%� ��� '���A $�

�������)��� �� ,����� ��!�)��� ��"�� !# �*�)�� i. �# !# �)���)�� $� ��#�� (!�&(!��.

)� ���!�� � �# (!� � �*�)�� �� �)'�)���- � �������� $� !# )�%� ���#� G �(!�� �

$� #�%�#�)�� ����"�&�'�. �)� �. !#� )�%� ,��#� � �(!�� �

�Fi = �F H
i + �F nova

i <F-[=

4<5<& '��+�� �#��*#��

���� ��� � ������)�� � ��*!)$� �&����� � �� #�$�&�. !#� $��'��� � $� ,����

�F nova
i ����'�H'�$� )� ����!&�$��F-0-0-

��# � �"Q���%� $� ���)�� � ���#� #��� �$�(!�$� �� #�%�#�)�� ���$�#�)���)�&

$� !# �*�)��. '�)��$������ !# �*�)�� �!Q���� � ������4)'�� $� ��. �&D# $� ������4)'��

�)'�)���$� '�# � ��&� <,���� $� ������ '�)D��'� $� '�)����=- ����� ,�����. (!� ) �

�� �)'�)���# )� #�$�&� �������� ��� N�&"�)*. ,��)�'�# !#� �!�&� {γ. µc} $�

���P#����� (!� ��$�# ��� �Q!���$�� $� �'��$� '�# $�$�� �,���$�� $� ���!��O��

�����. � �������)��#. �����'��%�#�)��. � '��H'��)�� $� ������4)'�� $� �� � $� ������

'�)D��'�- ���� �� ,�A �#�����)�� ���� ��$!A�� � �#��'�� $� ,���� *��%���'��)�& ��"��

� �*�)��. �����$� ��D � �����)�� #�#�)�� '�#� !#� ��,���- ���� '�)��3���. !#

�*�)�� ������� &�%�� ���� I��'����*��J ��D � ��*� � �),����� $� ��#��-

πx

y

Fext

N

P

yz

x

z
a) b)

v

α

5����� F-F ? �������)��� � $� !# �*�)�� �# !#� ��#�� ��" �� � $� ,�����
�8���)�� <�)����� � ` ����=
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�� �8�����O�� !��&�A�$�� ���� �� ���#�� $� ������4)'�� � � �)'�)���$��

�#����'�#�)��. )� 5@��'�. � ��#��� (!� � ,���� $� ������4)'�� $� ��. �R D ������'��)�&

� %�&�'�$�$� $� '����. ��$�)$� ��� ��'���� $� ��*!�)�� ,��#�+

�R = −γ�v <F-\=

�� #��#� ,��#�. ,�)�#�)�&�*�'�#�)��. ��"���� (!� � ������ '�)D��'� $�

'�)���� �fc D ������'��)�& G ���� � )��#�& �)��� �� �!���,@'��� �# '�)���� � ) �

�)��� � 3��� $����� �!���,@'���. �� '�)��3��� $� (!� �� ����� �������- ����� ,��#�. �

�(!�� � F-:1 �8���#� � ��&�� � $� ������'��)�&�$�$� ����%D� $� !#� '�)���)�� µc

(!� �������)�� � '��H'��)�� $� ������ '�)D��'�- ����� ���#�. �� '�)��3��� $� �(!�� �

F-\. � ��&�� � ) � D %������&. � � %�&�� $� ,���� $� ������ D ����"!@$� ������'��)�&#�)��

�� #9$!&� $� )��#�& N -

fc = µcN <F-:1=

���'�"����. � ������ $� 5�*!�� F-F. (!� )� $���� � �������)��$� ��&� ��8� z ) �

B3 #�%�#�)�� �. �����)��. � '�#��)�)�� $� ,���� ���� P )�(!�&� ��8� �*!�&���� ��

%�&�� $� )��#�& G �!���,@'�� <�(�F-::=-

N = Pz

N = P cos(θ)

N = mg cos(θ) <F-::=

�� �)��)��. )� $���� � $� ��8� y. ��#��� �� )�%�� ���#�� $� ������. � � ,����

���!&��)�� ��!�)�� ��"�� � '���� )���� $���� �. �Fy. D $��'���� ���+



;[

�Fy = �Py + �fc + �R

Fy = Py − fc − R

m
d

dt
vy = mg sin θ − µcN − γvy <F-:0=

4<5<) -����� 2��2��#�

�� �&�����O�� $��'����� �(!�. �������)��# !#� ,��#�&�A�� � #���#3��'� $��

����!&�$�� ������)��$�� )� ���#���� ��� � $���� '��@�!&�+ i) $����)� � $� �&�)��. � ii)

���� � � �!���,@'�� � �)����� � *��%���'��)�&- �#"�� #�$�H'��O�� �'���'�)��# )�%��

���#�� G �(!�� � $� #�%�#�)�� $� N�&"�)* <�(�F-:=. (!� ����'���� D ������)��$�

)� �(!�� � F-:C-

mi
d

dt
�vi = �Fi = mi

v0
i ê

0
i − �vi(t)

τi
+

n∑
i=1
i�=j

�fijεij + mg sin θ − µcN − γ�v <F-:C=

�)$� �Fi D � ,���� ���!&��)�� ��"�� � �*�)�� i-

����� #�$�H'��O��. �#"��� �'���'�)��# �� �&*����#� !# '�)Q!)�� )�%� $�

������O��. ) � �&����# � )L#��� $� �)�����O�� �)��� �*�)��� $� #�$�&� ��D%�� �

�&�)��- � %���H'�� � $� '��&�)����$�$� ) � �&�#�)� � )�'����$�$� $� '3&'!&� �)���

$�� �*�)��� i � j. #�� ���)�� ��Q���� �! ) � � ���!&��$� $�(!�&� �)����� �- �����

,��#�. ���� #D��$� ������)�� 1/2n(n−1) �)�����O�� �# '�$� '�'&� $� ���'����#�)��.

#�)��)$� �!� '�#�&�8�$�$� O(n2)-

#�+ ��
�������
��� 
� ,
����� �� "
��	��	�����


	 #�$�&� �������� )���� ���"�&B� �8��)$� �� #�$�&�� ��!�&#�)�� !��&�A�$��

���� ��#!&�� � $� B!#�)�� %���!��� �# ���!��O�� $� �%�'!�� � ����%D� $� �)'&!� �

$� !#� )�%� $���� � ����'��&. (!� ������'��)� $��'��%�� �#"��)��� ���$�#�)���)���.



;\

� !# )�%� '�)Q!)�� $� ���#�� G �(!�� � �������� ��� N�&"�)*-

�#"��� '�#���@%�& '�# �� #�$�&�� $� ,����� ��'����. ���� #�$�&� �)�%� �#

"!�'�� ��� ��#!&��O�� �# �#"��)��� ,@��'�� ���$�#�)���)���. (!� ���#���# !#�

$��'��� � $���&B�$� $� �#"��)��� '�#�&�8��-
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����
��� %

#��
&
��� '���	�������

���� '��@�!&� $��'��%� � ����9���� �&�"���$� $!��)�� ���� ���(!��� ����

�%�&��� � #�$�&� #���#3��'� $� '�#�����#�)�� $� #!&��$O�� $!��)�� ���!��O��

�#��*�)'���� �# �#"��)��� ���$�#�)���)���- ��),��#� $��'���� )� ���@�!&� F. �

#�$�&� �������� D !#� �8��)� � $�(!�&� $���)%�&%�$� ��� N�&"�)* � '�&�"���$����

^N�&"�)* �� �&-. 0111_. � !��&�A� � '�)'���� $� ,����� ��'���� ���� �)�����O�� �

�����#�)�� $� '�&�� � �)��� �� �*�)��� %���!���- �&D# $����. � '��@�!&� �8�O� ��

,����#�)��� !��&�A�$�� )���� ����� $� ���"�&B� � �� ,���� $� $���)%�&%�#�)�� $�

����9����-

(�� �
����
���
 -���� �	�


	 �����#�)�� $�$� ��&� ��&�'���%� ���B�#���'� ^S�&,��#. :\\:.

���$����. 011;_. $� S�&,��# ������'B. G� (!���O�� ��,���)��� G ����#3��'�.

5@��'� � �!���� '�#��� $� ��4)'�� � �)$L�����. ,����&�'���# � ��'�&B� $� ��&�'�� �

'�#� "��� ���� � $���)%�&%�#�)�� $� ����9���� '���A $� ��#!&�� �*�)��� ��"

���!��O�� $� �P)�'� �# �#"��)��� ���$�#�)���)���-

� � ���)�� �,���'�)$� !#� �)���,�'� ���� '3&'!&�� #���#3��'�� ��#�&��

� ,3'�& $� ����������. � ���B�#���'� �,���'� !#� &�)*!�*�# $� ���*��#�� �

��9����. $� #L&���&�� ����$�*#��. '�#!)�'�� � '�# ��&�'��O�� �8���)��. '�#�

5	�����6�6�``6/�%�. � ���#��� � '���� � $� �8��)�O�� G� ,!)�O�� Q3 �!�����$��
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)���%�#�)�� ��� �!� ��(!����!��. ����%D� $� ��'���� $� �8��)� � <8
���

���


/
�*
���=-

�� ���O�� ��*!�)��� $��'��%�# '�# #������ $���&B�� � ��(!����!�� $� ����9����

'�),�''��)�$� ��"�� � ���B�#���'� � �� /
�*
��� '���$�� ���� $��'��� � $�

�#"��)��� ���$�#�)���)��� � ��#!&�� � )����� �#"��)���-

(�� �

������ 	� ��.���
����

�� ��)�� $� %���� $� !#� ��&�'�� � �# �8�'!� �. � ��#!&�$�� ������)�� !#

�)@'��. ��*!�$� $� !#� ��(K4)'�� $� �)���!�O�� (!� &�%�# �� ���!&��$� ������$�

)� �D�#�)� $� �8�'!� �- a �#�����)��. ��)$�. �# !# ����9���� $� ��#!&�$��.

� �8���4)'�� $� $�%����� '�#��)�)��� '���A�� $� �����)�� $�,���)��� ���!&��$��

$!��)�� !#� �(!���� � $� $�$��. ���#���)$� (!� ����� ��Q�# ����%����$�� $�

$�,���)��� #�)�����- ��� �8�#�&�. ���� �)3&��� )!#D��'� $� '�)����4)'�� $� $�$��

�! %��!�&�A�� � *�3H'�- ���� ��� � $��'��%� ���� W!8� $� �)���!�O�� $� ��#!&�$�� �

�!�� �����'!&���$�$�� �# ��&�� � �� #�$�&� �������� )� ���@�!&� F-

� 5�*!���R-: �&!���� � W!8� $� �8�'!� � $� ��#!&�$��. �"�����)$� � ����� $�

�)����� � �)��� �� �*�)���. ,��� (!� D $��'���� )� ��(K4)'�� $� '��@�!&�- ���)����

�%�$�)�� � ������� � �# ��4� ������+ i= �)���$� $� $�$�� � ��D����'����#�)��. ii=

���'����#�)�� � iii= �����)� $� ���!&��$��- ��$� �����. ������)��$� �"��8�. ���3

$��'!��$� '�# #���� )L#��� $� $���&B�� )� ��(K4)'�� $���� '��@�!&�-

• �*#���� �� ����� � 2�M�2������� �*#�+ � ���#���� ����� $� W!8�

$� �8�'!� � $� ��#!&�$�� D ����"!@$� G &���!�� $�� �),��#��O�� ��&�%�)���+

$��'��� � $� �#"��)�� ,@��'� �)$� � ��#!&�� � ��3 �8�'!���. �),��#��O��

�����@���'�� ��"�� �� �*�)��� %���!��� � ���P#����� $� '�)H*!��� � $� #�$�&�

#���#3��'�- a ���&�A�$� ��)$� � ��D����'����#�)�� $�� $�$��. ���� �%�&���

� '�)����4)'�� $�� #��#�- �)'�)����4)'��� )�� $�$�� �)�����#��# � �8�'!� �

$� ��#!&�� �-

• �������� �*#�+ � ����� $� ���'����#�)�� D �!"$�%�$�$� �# $!��. !#� (!�
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5����� R-: ? 5&!8� $� �8�'!� � $� ��#!&�$��- �� H*!��. $���&B�� ��"�� ��
�)�����O�� �)��� �� �*�)��� � � ��#�&�H'�$�� � $��'����� )� 5�*!�� R-0 '�# #����

)L#��� $� $���&B��-

���#��� �8�'!� � $� ��#!&�� � � �!��� (!� ���#��� � %��!�&�A�� � $� �#"��)��

���$�#�)���)�& ����'�H'�$� '�#� �)���$� )� ���#���� �����-

• ��#��*� �� �����#����+ ��9� � �D�#�)� $� �8�'!� � $� ��#!&�� �. D

����@%�& �8������ �� $�$�� ���$!A�$�� $� $!�� ,��#�� $����)���- � ���#���� D

����%D� $� !# ��(!�%� 
�
. '�# ����'�H'��O�� $� �#"��)�� � $�� �*�)��� �#

'�$� ����� $� ��#!&�� � <δt= � � ��*!)$�. ����%D� $� !#� ��(K4)'�� �)�#�$�

$� '�$� !# $����� ������-
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S

N

S

N

5����� R-0 ? 5&!8� $� �8�'!� � $� !# ��
����� $� ��#!&�� �. ���� ���)�� !#
�*�)��- 	 ��
����� $� !# �*�)�� '���'���@A���� ��� ��4� ������. '�),��#� $��'!��$�
)� #�$�&� $� >��$� $� ��T)�&$� ^��T)�&$�. :\[2_ <�����!&��0=+ i= �3&'!&� $� ,����
��!�)�� ��"�� � �*�)�� )� $�$� �)���)�� $� ��#��. ii= ��!�&�A�� � $� ����� � � ii�=

%��!�&�A�� � $� )�%� ����� �-

	 W!8� $� �8�'!� � $�� �)�����O�� �)��� �� �*�)��� D ������)��$� )� 5�*!��

R-0- � H*!�� $��'��%� � �%�&!� �. �# !# L)�'� ����� $� �)��*��� � )!#D��'�.

�����)�3%�& ��� $��'��%�� � #!$�)�� )� ����� � $� !# �*�)�� i $� �)���)�� $�

��#�� t ���� t + δt-

� ���#���� ����� $� W!8� �# !# ��
����� ���� !# �*�)�� i D ,���� %���H'�)$�

� �8���4)'�� $� �!���� �*�)��� )� �#"��)���- �����)$���� $� !# #�$�&� "����$� �#

5@��'�. �# (!� ����� $�� ,����� ��"�� !# �*�)�� i D '�&'!&�$� ����%D� $� �)����� �

'�# �� n−1 $�#��� �*�)��� <�)$� n D � )L#��� ����& $� �*�)���=. D ,3'�& ���'�"�� (!�

)� �)�8���4)'�� $� �!���� �*�)��� )� �#"��)�� ,@��'� � ,���� ���!&��)�� ��"�� � �*�)��

D. �8'&!��%�#�)��. ,���� ��&�� ����$�� $� �#"��)��. ��&� ,���� $� $���'��)�"�&�$�$�

�. �%�)�!�&#�)��. ��&�� ,����� (!� ��!�# ��"�� � �*�)�� (!�)$� ���� ���3 ��"�� !#�

��#��- � �(!�� � R-: �&!���� � ,���� ���!&��)�� ��"�� � �*�)�� i &�%�� $� �)����� �

$�� $�#��� �*�)���. '�# � �)!&�� � $� ���#� ��'��& $��'���� ��� N�&"�)* <��� �

0-0-:= )� �(!�� � 0-C-

�: ���������� ���	���� ��� ;��������< 	�������� ���� � �������� ����� �� ����
� "���	� ���	����
���� � �������
��
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mi
d

dt
�vi = mi

v0
i ê

0
i − �vi(t)

τi
+

∑
a

�fi <R-:=

�)$�
∑

a
�fi � � ��$�� �� ,����� $� �#"��)�� (!� ��!�# ��"�� � �*�)��. ��Q�# ����$��

�! '�#��)�)��� $� ,����� (!�)$� ���� ���3 ��"�� !#� ��#��-

�)�����)��. � �8���4)'�� $� �!���� �*�)��� )� �#"��)�� �"�� $!��

�����"�&�$�$��+ � �����)�� $� �*�)��� �# �&�)�� '�)�8�� �! �# �&�)�� $��'�)�8��-

� �)����� � �)��� �*�)��� (!� �)'�)���#��� �# �&�)�� $��'�)�8�� D $��'����$� ��&�

����!&�$� F-0-: ������)��$� )� ���@�!&� F � � ,���� ���!&��)�� ��"�� � �*�)�� ��'��

G(!�&� $��'���� �)������#�)��+ ���)���� )!&� � �)����� � ��'��& � ���)�� �� �)�����O��

'�# � #��� � � %	�1
 �� �	��
�� ��!�#- �� �)��)��. B3 �)����� � ��'��& �)���

�*�)��� $� �&�)�� '�)�8��- ���� D �#�����)��. ) � ���)�� )� '3&'!&� $� �)����� �

�)��� �*�)��� $� ��&�� %�A�)B��. �# !# #��#� �)$��. '�#� )� ���'� $� '�)��8���

$� ����� $����)���. '�#� !# �)$�� � !#� ��#��- ���� #�'�)��#� $� �)����� � ��$�

��� �)��������$�. ��)*�&�#�)��. '�#� !#� ����	 $� �*�)��. (!� ������� �� $�#���

)�� '�)��8��� '�)�'��$�� �� $�&�. �%���)$� '�&�� � )� ���'� $� '�)��8��-

�# !#� ���!�� � $� #!&��$ � '�# '�)H)�#�)�� ����'��& <'�#� !#� ����� �!

'����$��=. �# (!� �� $���P)'��� �)��� �*�)��� � � ��(!�)��. �8���� � )�'����$�$�

$� !# ��
����� '�)���&�$�. ���� �%���� ���"&�#�� )!#D��'�� $� �)��*��� �-

�%�)�!�&#�)�� !# �*�)�� ��$���� ��"����� �!� ����� � '�# � $� !# �*�)��

&�'�&�A�$� &�*� �$��)��. �� ) � B�!%���� � �)����� � '�# ���� &�'�&�A�$� � ,��)��-

a � (!� �'���� (!�)$� ) � D &�%�$� �# '�)��$���� � � �)����� � �)��� '�)��8���

$����)���. � � ���"�"�&�$�$� $� '�&�� � �)��� �*�)��� )� ��*� � $� ���'� $� '�)��8���

���)���� �&��-

εij =




1, �� i � j �����'�# � �&�)�� '�)�8��

0, �� i � j ) � �����'�# � �&�)�� '�)�8��

<R-0=

����� ,��#� #�)�D#��� '����)�� � ����9���� '�# � #�$�&� ��������. �#

$����(!� � D���&�) $� �#��� � $� ���#�� $��'���� )� ��� � F-F-0 � �������)��$�
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)� �(!�� � R-0. �. �� �)%D� $� '�&'!&�� � �)����� � $� !# �*�)�� '�# ��$�� ��

$�#��� ����. �)� �. %���H'�� �� � ,���� $�%� ��� '�#�!��$�. ���)�� %���H'���� ��

'�)��8�� )� (!�& �� �*�)��� �)'�)������ &�'�&�A�$��-

(�� �

������ 	� ����
��
 ���	��
�
�����

� $��'��� � $� �#"��)��. �# !#� ��#!&�� � $� �*�)��� (!� �)'�)���#��� �#

���!�� � $� �#��*4)'��. D ,!)$�#�)��& ���� ����*!��� (!� � #�$�&� #���#3��'�

�����$!A '�# �8���$ � �� ��&!�O�� ����@%��� ���� ��& ��*� � ����'��&- �� ,��#�

��#�&B�)�� �� #�$�&� $� N�&"�)*. �# (!� ����$�� � � !��&�A�$�� ���� '�)H)��

�*�)��� �# !# '�)��8�� <��&��. ��� �8�#�&�=. � #�$�&� ���$�#�)���)�& $�%� ���

'���A $� $�H)�� '�)��8��� ��)$� #��� �"������� ���� �� �*�)���. ����%D� $� '�)'����

$� ����$��. �)$���� � ��#���-

����� '�)'����� ���#���# $��'��%�� � �#"��)�� ���$�#�)���)�& )� ����9����.

,��)�'�)$� !# '�)Q!)�� $� �"Q���� (!� ��$�# ��� !��&�A�$�� $� ,��#� � ���#�����# �

%��!�&�A�� � $� ��#!&�� � �# �)$�#�)��. ����. �����)$���� $� !#� ��#!&�� � ,@��'�

�# �#"��)�� ���$�#�)���)�&. D �#�����)�� (!� � ����9���� ������)�� #�'�)��#�� $�

%��!�&�A�� � ���� %�&�$�� � %��!�&-

5<1<& ��% %#%��� �� �����%+,�

��# � �"Q���%� $� ��#!&�� ���!��O�� $� �P)�'� �# �#"��)��� '�#�&�8��.

,���# '���$�� ���#���%�� ����'@H'�� ���� '���'����A�� � $�� �#"��)���- �����

���#���%�� $�&�#���# �� $�#�)�O�� $� �#"��)�� %���!�&. �)$� � ��#!&�� � ���3

'�)��$� H��'�#�)��. � ����)$�# � '&���� �������	�� $� ���B�#���'� �����)�)$�

�"Q���� (!� ��� � !��&�A�$�� ��&�� ���#���%�� $� %��!�&�A�� �. '�),��#� $��'����

�)������#�)��-

��$� '�)'���� ������)��$� ����!�! !#� ���#���%� ����'@H'�. ���#���)$� �

$��'��� � $� �#"��)��� '�#� � ������)��$� )� 5�*!�� R-C- �� H*!��. '�$�

�������)��� � '�)����� �# !# ���3*�� $� '�)���!� � $� �#"��)��- �� ���#����.

� � $��'����� �� �)$���� $� �#"��)��. )� ��*!)$�. �� ��#��� � )� ���'���� � �
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5����� R-C ? �������)��� � *�3H'� $� �#"��)��. �&!����$�� ����%D� $��
���#���%�� $� $��'��� �- �� 5�*!��. �� '�)'����� $� �)$����. ��#��� � ����$�� � �

$�#�)����$��. )���� ��$�#-

�$�'��)�$�� �� ����$��- ���� D ,���� ����%D� ���#���%��+

• 7���'����+ ���#��� $��'��%�� �)$���� �)$� � ��#!&�� � ��3 �%�&!��-

• 7���N���+ ���#���%� ���� $��'��� � $�� ����$��. (!� &�#���# � �#"��)�� �

��� ��#!&�$� �# !# $����#�)�$� �)$��-

• 7���.#�%�+ ���'��� � $�� ��#��� $� �#"��)�� ��#!&�$�- ��),��#� $��'����

)� ���@�!&� F. ����� � � �����)�3%��� ��� !)���# $��� �)$����. $����)���-

� �#�&�#�)��� � $�� ���#���%�� ,�� ���&�A�$� $� �'��$� '�# � ����'�H'�� � $�

/
�*
��� $� ���B�#���'�- ����� ,��#�. � ���#���� ����� $� W!8� $� �8�'!� �

���$!A �),��#��O�� ��"�� � �#"��)�� �# �"Q���� *�3H'�� ����@%��� $� ����#

%��!�&�A�$��. � ���$!A�# ���� � ��#!&�$�� �� &�#���� $� �#"��)��- �"��8� �

����'�H'�� � $�� ���#���%�� )� ,��#��� $� $�'!#�)��� � $� ���B�#���'�+

*	!'#�& +��!,-���.
���"-��,#�

*	!(#�& /-���0�

�

-���0�

�!� 1 � # ���
�	� �� 
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"- �
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3�
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5<1<) 7�������*�� � � "%�*#�

����%D� $�� ���#���%�� $� $��'!��$�� )� ��� � R-C-:. D ����@%�& ����'�H'��

�#"��)��� ���$�#�)���)��� ���� � ��#!&�$��- � $��'��� � $� �#"��)�� '�#�&���

D $�$� ��� !#� &���� '�)��)$� ��$�� �� ���)� �)$�%�$!��� (!� $��'��%�# � �#"��)��-

��� �8�#�&�.

>�

�%' & -���0�

�!�%1 %1 %�1 �(%1 '?�#�

>�

�%( & -���0�

�!�%1 %1 ;�1 �?1 ?�#�

>�

�%" & -���0�

�!�%1 '%1 @�1 �?1 ?�#�

����%' & -���.���!�%1 %1 %�1 �(%1 (�1 %#�

����%( & -���.���!�%1 %1 %�1 �'?1 (�1 :���(#�

����%" & -���.���!�%1 '?1 %�1 �(%1 (�1 %#�

����%; & -���.���!�%1 %1 ;�1 �?1 (�1 :���(#�

����%? & -���.���!�%1 %1 ;�1 �?1 (�1 %#�

����%A & -���.���!�%1 '%1 @�1 �?1 (�1 :���(#�

����%B & -���.���!�?1 '%1 @�1 �?1 (�1 :���(#�

����%@ & -���.���!�%1 '%1 @�1 �?1 (�1 %#�

����%C & -���.���!�(%1 %1 %�1 �?1 (�1 :���(#�

����'% & -���.���!�(%1 '%1 %�1 �?1 (�1 :���(#�



2[


����%' & -���<����!�?1 %1 ;�1 :;1 ?1 %#�


����%( & -���<����!�?1 ?1 ;�1 ;1 ?1 :���(#�

��$��	�� & �����'%1 ����%C1 ����%B1 ����%A1 ����%?1 ����%;1 ����%"1 ����%(1

����%'1 >�

�%'1 >�

�%(1 >�

�%"1 
����%'1 
����%(��

��$�� �� $�#�)�O�� !��&�A�$�� ���� $��'��� � $�� �#"��)��� )� �#�&�#�)��� �

��� � $� �'��$� '�# � �����#� �)���)�'��)�& $� #�$�$�� <��= ^��T&��. :\\R.

��T&��. 011:_. ���� D. � !)�$�$�� !��&�A�$� ��&�� ���#���%�� ���� $��'��%�� $�#�)�O��

����'���� D $�$� �# 
���	�-

5����� R-F ? �������)��� � $� !# �#"��)�� ���$�#�)���)�& $��'���� ��&��
���#���%�� $� $��'��� �-

�#� %�A $��'����� �� �&�#�)��� (!� '�#�O�# � �#"��)��. ����� � � �$�'��)�$��

� !#� &���� <�
 �
��
. )� �8�#�&� �'�#�= � ��$�# ��� %��!�&�A�$�� ��&� ���#���%�

���!"�
 �
��
#- � 5�*!�� R-F �&!���� � �#"��)�� $��'���� )���� ��� �-

(�# �
�
��� 	
 !���
/��


�!��)�� � �8�'!� � $� ��#!&�� �. '�$� �*�)�� ������)�� !# �$�)��H'�$�� $�

'�)��8�� �# (!� �� �)'�)���- ����'��� !# '�)��8�� � !# �*�)�� �#�&�'� �# $�H)��

���� ���� !# �"Q���%� ,@��'� ���&. �! ��Q�. !#� ����� � ����'��& ���� � (!�& $�%��3

�� $��&�'��- ���� ���� ����� � D $�$� )�#� $� 
��
�	�. � '�$� '�)��8�� ����!� ��



2\

#�)�� !# $����� ��)��� $� '�)%��*4)'��- � �&����� � $� '�)��8�� ��� ����� $�

�*�)�� ���3 ����'��$� �� #�#�)�� �# (!� ���� ���)*� ��! �"Q���%�. ���� D. 'B�*� ��D

� ������� $� '�)��8�� �# (!� �� �)'�)���-

	 #�'�)��#� $� ���'� $� '�)��8�� D �#�&�#�)��$� � ������ $� !#� ���	��

�� �	���:�	� (!� ����"!� �� )9 #��� ��*)�H'���%� � '�)��8�� H)�& (!� '�$� �*�)��

$�%� '�)(!�����- � 5�*!�� R-R ������)�� !# �#"��)�� %���!�& � !#� ����@%�& 3�%���

$� '�)��8�� ����'��$�- �� H*!��. �� �*�)��� &�'�&�A�$�� )� '�)��8�� R $��&�'���

��� � ��D � ������� $���� '�)��8��. &�'�&�A�$� )� �)������ � '�# � '�)��8�� F- ��

�'��$� '�# � 3�%��� $� '�)��8��� $�H)�$� ���� �� �*�)���. ��*!�� � "!�'�)$� )�%��

'�)��8��� $� �'��$� '�# � *��,� ����)��$� ��D ���)*���# � '�)��8�� :-
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5����� R-R ? �������)��� � $� �#"��)�� $� 5�*!�� R-F '�# ��!� '�)��8��� � �
3�%��� $� '�)��8��� ����'��$� � �!� �%�&!� �-

�)�����)��. � 3�%��� $� '�)��8��� ) � D ���3��'� � �$4)��'� � ��$�� �� �*�)���.

'�#� �(!�&� ������)��$� )� 5�*!�� R-R- � 5�*!�� R-; ������)�� !#� 3�%��� $�

'�)��8��� ���� !# �*�)�� &�'�&�A�$� )� �&�)� �),����� $� !# �#"��)�� (!� &B�

���#��� $!�� �&���)���%��- �# #�'�)��#� $� ��&�� � $�%� ����'��� �� �*�)�� !#

�$�)��H'�$�� ���� ��! '�)��8�� (!�. ��&� *��,�. ��$���� ��� [ �! \- ����� ��)��.

$�,���)��� ������D*��� ��$�# ��� !��&�A�$�� ���� � ��'�&B�M ��� �8�#�&� ��&� �������

i= #��� ��98�#�. ii= '�# #�)�� $�)��$�$� $� �*�)��� �# !# $����#�)�$� �)���)��

$� ��#�� �! iii= ��&�'��)�$� $� ,��#� �&���9���- �� ����9���� ����!��� ��&� ��'�&B�

�&���9���. �%���)$� $����#�)��#� $!��)�� $�,���)��� �8�'!�O�� $� ��#!&�$��-
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5����� R-; ? �������)��� � $� !# �#"��)�� '�# 3�%��� $� '�)��8��� $�)P#�'�.
�������)��$� ��&� $!�&�$�$� $� '�)��8�� [ � \- ����� ���!�� �. D ����"!@$� !#

�$�)��H'�$�� $� ,��#� �&���9��� �� �*�)��. $�)��� �� ����@%���-

(�( �

������ 	
 ����&

 	� ������	��

���� ��� � $��'!�� � ����� $� �)��*��� � !��&�A�$� )� �)��*��� � )!#D��'� $�

�(!�� � $�,���)'��& ���� '�$� �*�)��- �� ��(K4)'��. $��'��%���� � #D��$� !��&�A�$�

���� � �)��*��� � )!#D��'�-

5<5<& ����%�+,� �� 2���� �� %*#�(��+,� GδtH

�(!��O�� $� #�%�#�)�� ���� �*�)��� %���!���. � $�#��� �����#�� ,@��'��.

������)��# ��&!�O�� �)�&@��'�� '�)�@)!��. ���� D. � � �������)��$�� ��� ��&!�O�� (!�

�)%�&%�# �	�	� �� �)���)��� $� ��#��- �)�����)��. ��&!�O�� '�#�!��'��)��� �8�*�#

(!� ���� ������ ��Q� $��'����A�$�. �# ��(!�)�� ,���O�� $� ��#��. ���� ��$�� �%�&!��-

� ����� �)���%�&�� $� ��#�� D $�$� � )�#� $� ��
�����. �! δt. $� ��#!&�� �-

��#!&��O�� �8�'!��$�� )� ���B�#���'� ������)��#. )� #������ $�� %�A��.

!# $���#��)B� �),����� G(!�&�� �,���'�$�� ��� &�)*!�*�)� '�#��&�$��. '�#� � �!

�``- �����)��. ,�� ���&�A�$� !#� �)3&��� ���� ��$!A�� � ��#�� $� ���'����#�)��

$� ��#!&�� �. ����%D� $� ��$!� � $� ����� $� �)��*��� � )!#D��'� <��
�����=- �

�%�&��� � ,�� ,���� ��"�� !#� '���'���@���'� $� ���"&�#� �# (!��� �+ � '�)%��*4)'��

����)�9��'� $� �)��*�� '�)D��'� ���� !# %�&�� ����'��)3���-

�!��)�� � �)���%�&� $� ��#!&�� �. �# !#� ��*� � �&�)� � &�%�� $� '�)H)�#�)��



[:

����'��&. ��� �8�#�&� �# !# �)$��. �� �*�)��� "!�'�# ����"�&�A�� �!�� %�&�'�$�$��

$� �'��$� '�# � %�&�'�$�$� $���Q�$�. $�H)�$� ��&� #9$!&� v0 <�(- 0-C=- �����

,��#�. � %�&�� $� �)��*�� '�)D��'� ����& $� �����#� "!�'� ����8�#����� $� !# %�&��

&�#���. ����"�&�A�)$� )���� %�&��- � �)��*�� '�)D��'� ����& $� �����#� )� �)���)�� t.

$�$� ��� Kt. D � ��#� $� �)��*�� '�)D��'� $� '�$� �*�)�� )���� �)���)�� $� ��#��.

� �8������$� ��&� �(!�� � R-C-

Kt =
1

2

n∑
i=1

mivi(t)
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5����� R-2 ? ��3H'�� $� �)��*�� '�)D��'� �"��$�� '�# ��
������ $�,���)���- 	
���#���� *�3H'� ������)�� !# δt = 0.05 � � ��*!)$� δt = 0.1-

� 5�*!�� R-2 ������)�� �� '!�%�� $�� �)��*��� '�)D��'�� ���� $��� $�,���)���

%�&���� $� δt- � ���#����. '�# δt = 0.05. ������)�� � '�#�����#�)�� '���$�. $�

����"�&�A�� �- �� ��*!)$�. '�# δt = 0.1. �"���%���� !# )@%�& $� $����$�# $�$� ��&�

���� )!#D��'� $�� '�&��O�� �)��� �� �*�)���- � ��"������� � �)��� $��� �*�)���. ����

D. � �)������)����� � ����'��&. ���!&�� �# !#� �'�&���� � $� *��)$�� �������O��.

&�)��)$� �� �*�)��� ���� �����O�� $����)���. ��" �&��� %�&�'�$�$��- ����#. �����

�*�)��� �����# � ������)��� �)��*��� '�)D��'�� (!� ) � '�������)$�# � ���&�$�$� $�

!# �#"��)�� '�)�@)!�-

�)�����)��. � �)3&��� $�%� ��� ,���� �# ��*�O�� �&�)��. ���� )� #�#�)�� �#

(!� �� �*�)��� ���'�# $� '�)��8��. ���� !#� ��#�� ��� �8�#�&�. �!� %�&�'�$�$�

�# #9$!&� %���� '�!��)$� � �)��������� � $� !#� ,�&�� '�&�� �-

a �#�����)�� �����&��� � '�#�����#�)�� �# ,��#� $� �
��. �! $������ �.

������)��$� )� *�3H'� ��(!��$� $� 5�*!�� R-2. )� �)���%�&� $� ��#�� 0 < t < 40-
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�� #�#�)�� �)�'��& $� �8�'!� � $� ��#!&�� � �� �*�)��� � � �)�'��&�A�$�� '�#

%�&�'�$�$�� �&���9���� <�# #9$!&� � ��)��$�=- ��9�. � ,���� ��!�)�� ��"�� '�$�

�*�)�� ������)�� !#� '���'���@���'� �����!��$���. $���'��)�)$���� ���� � ������� $�

'�)��8�� �# (!� �� �)'�)���#- ����� �)���)��. #!���� �*�)��� �����# � ������)���

%�&�'�$�$��. �# #9$!&�. ��98�#�� � A���. ��� ������# #!$�)$� � ��)��$� $�

#�%�#�)��- ��9� ���� �)���)�� �!�� %�&�'�$�$�� �����# � '���'��. $�)��� $�� &�#����

�#������ ��&� #�$�&�-

� !��&�A�� � $� ��
������ #�)���� *���)�� � %���'�$�$� $�� ���!&��$��. ���D#

'�#���#��� � ��#�� $� ���'����#�)��- � �)3&��� ,���� ��"�� � �)��*�� '�)D��'�

���#��� �)'�)���� !# %�&�� ���� "�&�)'��� ����� $!�� (!�)��$�$��-

5<5<) �*#�(��+,� *� M�%��

	 ����9���� !��&�A� � �#�&�#�)��� � $� �&*����#� $� ���&�� ^��������. 011F_.

�,���'�$� ��&� ���B�#���'�. ���� � �%�&!� � $�� �(!��O�� $�,���)'����- ����

�&*����#� ������)�� 9��#�� ���!&��$�� �# ��#�� '�#�!��'��)�& '�)��� ����

)!#D��'�. ���#���)$� � !�� $� ��
������ ��&���%�#�)�� #������ �� #D��$� $�

��X��)- ���� !# ����� ��#����& �*!�& � δt. � ���� �)���$!A�$� ��� ���� �&*����#�.

��*!)$� ��������. D $� O(δt4) ���� � ����� � � O(δt2) ���� � %�&�'�$�$�-

(�+ ��'	� 	
 ,

����	�


���� �%�&��� � (!�&�$�$� $� ��#!&�� �. ,���# $���)%�&%�$�� $�,���)��� #9$!&��

���� ��@$� $�� ���!&��$�� *���$�� ��&� ��#!&�$��+ i) ��@$� ��$� � $� ���B�#���'�.

!#� %�A (!� �� ���#���%�� $� $��'��� � $� �#"��)�� ���$�#�)���)�& !��&�A�# � '&����

��������� $� ���B�#���'�. '�),��#� $��'���� �)������#�)��. ii) ��@$� 	��)�


����%D� $� !# ������ �8���)� �� ���B�#���'� ^c!�E�. 0112_ � iii) ��@$� �# ��(!�%�

$�%. ���� � �����$!��� /�
+��C. $���)%�&%�$� )� ���Q��� ��N!�-
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����
���� )�
����

���� '��@�!&� ������)�� �� ���!&��$�� �"��$�� � ������ $���� ���"�&B�- �

�%�&��� � $�� ���!&��$�� $� !# �����#� � � '�#�&�8� '�#� ����. (!� "!�'�

�������)��� �)�����O�� �)��� B!#�)�� �����. ) � D ����,� ,3'�&. � ��$����. ��� �� �9.

��� �)��������$� '�#� !#� ���%�$�$� $� ���(!���. �)%�&%�)$� ���H����)��� $�� #���

$�%����� 3����- ����� ,��#�. ���� '��@�!&� ) � �� ����O� � %�&�$�� � $� ���!&��$��.

� ��# � $��'!��� ���!&��$�� �"��$�� � ������ $� �#�&�#�)��� � ��"�� � #�$�&�

���$�#�)���)�& ������)��$� ���� ��#!&��O�� �# �#"��)��� '�#�&�8�� ? '��@�!&��

R � F. �����'��%�#�)�� ?. $�#�)����)$� � ����)'��&�$�$� $� #�$�&� $���)%�&%�$�-

� ��� � ;-: ������)�� �� ���!&��$�� �"��$�� '�# � ����9���� �#�&�#�)��$�

'�# $�,���)��� '�)Q!)��� $� $�$��- �� ��(K4)'��. � ��� � ;-0 H)�&�A� �

'��@�!&� $��'!��)$� �� ���!&��$�� �"��$�� ��"�� � �#�&�#�)��� � '�)'����)�� ����

� #�$�&� "�$�#�)���)�&. Q3 ������)��$�� �# ,��#� $� ����*�� ^���$���� �� �&-. 011R.

���$���� �� �&-. 011;. ��%�&B���� �� �&-. 011;_-

+�� *�	
�� ���	��
�
�����

��#� $��'���� )� ���@�!&� F. � #�$�&� #���#3��'� ������)�� �)L#����

���P#����� (!� $�%�# ��� '�&�"��$�� ���� �"��� ���!&��$�� (!� $��'��%�# #!&��$O��

�����- ���� ��� � ������)�� �� ���!&��$�� �"��$�� '�# � ����9���� ���$�#�)���)�&.

������)��$� )� ���@�!&� R. ����%D� $� %����� � $����� ���P#����� ���� #�$�� �
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�#��'�� ��"�� !# '�)Q!)�� $� '�)H*!���O��- �� ��98�#�� ���O�� �%�&��# � �#��'��

$� ��!�� � $� ,���� ���� ��"�� !# �*�)��. $� %����� � $�� ���P#����� $� ������

$�)P#�'� � $� '��H'��)��� ���� � ������4)'�� $� ��- �� ��(K4)'�� D ������)��$�

� ���!&��$� �# '�)Q!)�� $����� ,����� ��!�)$� ��"�� !# �*�)��- � ��� � H)�&�A�

������)��)$� �&*!)� ���!&��$�� $� %��!�&�A�� � $� B!#�)�� %���!��� ����'!&�$��-

!<&<& �#��+,� �� F��+� 2���

��$� �*�)�� ��"�� !#� ��#�� D '���A $� ���'�"�� !#� �'�&���� � ��"�� ��.

���!&��)�� $�� '�#��)�)��� $� ,���� ���� )� �&�)� �# (!� �� �)'�)���- ����� ,��#�.

,�� �%�&��$� � �#��'�� $� ,���� ���� ��"�� � �*�)��. '�# � �)�!��� $� %���H'�� �� �

#�$�&� �� �)'�)���%� $� �'��$� '�# � �"���%3%�& )� #!)$� ���&- 5�� !��&�A�$� �

�#"��)�� ���$�#�)���)�& �������)��$� )� 5�*!�� ;-[. '�# !# �*�)��. ���� %���H'��

���)�� � ��!�� � $� ,���� ����. $��'����)$� � �)����� � �)��� �*�)��� � $�#���

,����� ��!�)���-

� 5�*!�� ;-: ������)�� � *�3H'� ���� ��& �#"��)���- �# !# �)���)�� �)�'��&

$� ��#!&�� � � �*�)�� �)'�)������ �# '�)$�� � �&���9��� $� %�&�'�$�$� <#9$!&�

� $���� �=- �� #�#�)�� �# (!� � ,���� $� �����!��� � <$�$� ��&� ���#� $�

$���'��)�"�&�$�$� )� �(!�� � $� #�%�#�)��= ��!�. ���)*���� � ���#���� ��'� $�

�)��*�� '�)D��'�- � ���#���� $������ � )� *�3H'� �������)�� � ���#���� ��#�� �#

(!� � �*�)�� ��"�- �� ���#���� �)$��. � �*�)�� %�&�� � '�)(!����� � %�&�'�$�$�

$���Q�$� �#����� ��&� #�$�&�. ��D �)'�)���� !#� ��*!)$� ��#��- �� �)���%�&�

�)��� 650 < t < 780 � �*�)�� �)'�)������ $��'�)$� !#� ��#�� �)'&�)�$� �. )����

���!�� �. �!�� '�#��)�)��� $� ,���� ���� ,�%���'�# � *�)B� $� %�&�'�$�$�-

5���# ���&�A�$�� �!���� ������ ���� $����#�)�� � �#��'�� $� ,���� ���� )�

#�$�&�. � ��$�� ���!&����# �# *�3H'�� '�# '���'���@���'�� ��#�&B�)���- � 5�*!��

;-0 ������)�� $!�� )�%�� �(!����O�� $� $�$��. '�# �*�)��� $� $�,���)��� #�����-

�� *�3H'� G ��(!��$� D ����@%�& ���'�"�� (!� � �*�)�� �)'�)���%���� &�'�&�A�$�

��98�#� �� ������� $� ��! '�)��8��. � �# ��!'�� ������ $� �)��*��� � �����! ��

�(��	���0�� 	��������� �� �������� �� 	����=��� �� ��!9	�� ���� �
� ������������� �����
���	�������������
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5����� ;-: ? ��3H'� �������)��)$� � �)��*�� '�)D��'� $� !# �*�)�� $!��)�� �!�
���Q��9��� )� #!)$� %���!�& $� 5�*!�� ;-[. '�# ��!�� � $� ,���� ����-
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5����� ;-0 ? ��3H'� $� �)��*�� '�)D��'� ���� �*�)��� $� $�,���)��� #�����
$!��)�� ���Q��9��� )� #!)$� %���!�& '�# ��!�� � $� ,���� ���� )�� ��#���-

'�)��8�� $� ��#��- �� *�3H'� G $������. ���'�"���� � #��#� '�#�����#�)�� $��

$�#���. �)�����)��. )����. � �,���� $� ,���� ���� ������)��! #���� �#��'�� )� %�&��

$� �)��*�� '�)D��'�- ���� �� $�%� �� ,��� $� �*�)�� ����!�� !#� #���� #���� (!� �

������)��$� ��&�� �*�)��� $�� �8�#�&�� �)��������-

!<&<) 7%F���*#�� 2��@ �#��� �� �#�%#� �%*M#%��

5���# ,����� ������ ���� ��#!&�� � �#��'�� $� ,���� $� ������ '�)D��'� ��"��

!# �*�)�� �# !#� ��#��- a �#�����)�� �����&��� (!� � ������ '�)D��'� D $�$� ���

!# '��H'��)�� (!� #!&���&�'� � ���� � $� �*�)�� G �!���,@'�� <%���� ���#�&=-

	� ���!&��$�� ,���# �"��$�� ���� �� '��H'��)��� µ = 0, 0.00005, 0.005, 0.01 �

0.05 � ��� � �������)��$�� )�� 5�*!��� ;-C. ;-F � ;-R-
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5����� ;-C ? ��3H'�� ���� � �)��*�� '�)D��'� '�# �#��'�� $� ,���� $� ������
'�)D��'� $� '��H'��)��� µ = 0 � µ = 0.00005
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5����� ;-F ? ��3H'�� ���� � �)��*�� '�)D��'� '�# �#��'�� $� ,���� $� ������
'�)D��'� $� '��H'��)��� µ = 0.005 � µ = 0.01
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5����� ;-R ? ��3H'� ���� � �)��*�� '�)D��'� '�# �#��'�� $� ,���� $� ������
'�)D��'� $� '��H'��)�� µ = 0.05

�# ��$�� �� ���!��O�� � �,���� $� ,���� $� ������ #�����!��� $� �'��$� '�# �

#�$�&�. ��$!A�)$� � %�&�'�$�$� $� �*�)�� �# '�$� !#� $�� ��#���- a �#�����)��

������� (!� B�!%� ��$!� � )� %�&�'�$�$� $� �*�)�� #��#� )� L&��#� ��#��. (!�

��&� '&����H'�� � $�� '�)��8��� D !#� $��'�$�- ���� �� $�%� � �)�8���4)'�� $� ,����
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���� )����� ������-

!<&<1 7%F���*#�� 2��@ �#��� �� ���%�#D*�%� �� ��

��#�&B�)�� �� ������ '�)D��'�. � ,���� $� ������4)'�� $� �� �8������ !#� �� �

'�)��3��� �� #�%�#�)�� $� �*�)��- �����)��. ��#�&B�)��#�)�� ��� ���!&��$��

������)��$�� )� ��� � �)������. ����� $�%�# ������)��� ��$!� � )� %�&�'�$�$� $�

�*�)�� #��#� �# !#� ��#�� !��&�A�$� ���� $��'�$� $�� �*�)���- �)�����)��. � ,����

$� ������4)'�� $� �� D !#� ,���� $�����#�)�� ������'��)�& G %�&�'�$�$�. &�%�)$� �

��&!� � G !# %�&�� &�#���. ����"�&�A�)$� � %�&�'�$�$� $� �*�)��- ����� '���'���@���'��

��$�# ��� �"���%�$�� )� 5�*!�� ;-;-
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5����� ;-; ? ��3H'�� ���� � �)��*�� '�)D��'� '�# �#��'�� $� ������4)'�� $� ��
'�# ���P#����� γ = 1, 2, 4, 8, 12 � 32-
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!<&<4 � 2��#� �� "%*���

���� �"��� !# #���� *��! $� ���&��#� )� #�%�#�)�� $�� �*�)���. � #�$�&�

$��'���� )� ���@�!&� F ������)�� !#� ��&!� � '�#����� ��� ��$�� �� ,����� $��'�����

�'�#�-
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5����� ;-2 ? ��3H'�� ���� � �)��*�� '�)D��'� '�# �,���� '�#"�)�$� $� ,�����
��!�)���-

� 5�*!�� ;-2 ������)�� �� ���!&��$�� ���� ,����� '�#"�)�$�� ��!�)$� ��"��

!# �*�)��- �� *�3H'� G ��(!��$� ,�� ���&�A�$� !# ����� ���)�� '�# �� ,����� $�

������ � �� #�%�#�)�� <������ � ������4)'�� $� ��=. '�# %�&���� µ = 4 � γ = 0.01- 	

*�3H'� G $������ ������)�� � ���!&��$� H)�&. '�# � �'�D�'�#� $� ,���� ���� ��!�)$�

��"�� � �*�)��-

����� L&��#� *�3H'�. � �*�)�� ���$� %�&�'�$�$� �)(!�)�� ��"� � ��#��- 	

�,���� D Q!���H'�$� ��&� ��!�� � $� ,���� ���� � $� ������ $�)P#�'�- �)�����)��. )�

��#�� �)$� � �*�)�� $��'�. � ,���� ���� ��!� $� ,���� ������%� �� #�%�#�)��. ���D#

� ,���� $� ������4)'�� $� ��. '�)��3��� �� #�%�#�)�� � ������'��)�& � %�&�'�$�$� $�

�*�)��. D '���A $� $���'�&���� ��! #�%�#�)��-

!<&<5 �����#���� 0%���%�

����%D� $� %��!�&�A�� � $�� ���!&��$�� )� ,��#� $� �)�#�� � $� �*�)���

����'!&�$�� D ����@%�&. ) � ���)�� %���H'�� � '���4)'�� $� ��&!� �. '�#�

���%�� ���!&��$�� (!� �&!����# � ����)'��&�$�$� $� #�$�&� $���)%�&%�$� � �!�

��&�'�"�&�$�$�- ����� ,��#�. ,���# '���$�� �#"��)��� ����%D� $� ,����#�)��

�E��'B�� ^���*&�. 0112_ � �8�����$�� ���� � ,��#��� -��* <	��)�'�)�����B=



[\

^>!�)� �)$ 	�H�&$. 011F_. � �#�����$�� $�����#�)�� )� �����$!��� /�
+��C.

$���)%�&%�$� )� ��N!�- � 5�*!�� ;-[ ������)�� � �#"��)�� *���$� )� ,����#�)��.

'�# � ��# � ��&�'��O�� $� ��8�!��� )�� �&�#�)���-

��#� ���!&��$� ��3��'� $� �*�)��� ����'!&�$��. � 5�*!�� ;-\ ������)��

$�,���)��� P)*!&�� $� 'P#��� $� !#� #��#� ��(K4)'��- � � ������)��$�� �*�)���

�# ,!*� ���� !#� ��*� � #��� �&�� $� �#"��)��- 	 ���!&��$� $� �)����� � �)��� ��

�*�)��� ��$� ��� %���� )� 5�*!�� ;-:1. )� (!�& �� �*�)��� "!�'�# � �)$�� �!������

$� �#"��)��. ���D# ��������)$� � ������ �)����������& ����%D� $�� ,����� ��'����-

5����� ;-[ ? �#"��)��� *���$�� ���� ��#!&�� � '�# �!8@&�� $� ,����#�)��
�E��'B�� ^���*&�. 0112_

5����� ;-\ ? ���!�&�A�� � $� !#� ��#!&�� � $� ����'!&�$�� '�# � !�� $� �&�T��0-

+�� *�	
���
� 	� !������0����

� ����� $� #�$�&�*�# $� '�)'���4)'�� %��� �$�)��H'�� ���� !#� $����#�)�$�

��&�'�� � �!� ����!�!�� �# �#�&�#�)��� � '�)'����)��- �)��� �� $�%����� ����'���



\1

5����� ;-:1 ? �)����� � ��'��& �)��� �*�)��� ����'!&�$�� �# !#� ��#��-

(!� $�%�# ��� '�)��$���$��. '���#�� � �$�)��H'�� � $�� ����,�� '�)'����)��� � �

����!�!�� $� ��)'��)�A�� � � $� '�#!)�'��O��-

!<)<& ���*#%:��+,� �� ���#� �� 2�#��%�*��

	 #�$�&� $� ��#!&�� � "�$�#�)���)�& ������)��$� )���� ���"�&B� ����!� $!��

,�)��� ���)'����� $� '!��� '�#�!��'��)�&. � )L#��� $� �*�)��� ��#!&�$�� � � ����

�'���3%�& ���� �� ���!&��$��- 	 )L#��� $� �*�)��� ��#!&�$�� ��W��� !#� �)���$� $�

���"&�#�. ��&�'��)�$� �� )L#��� $� �)$�%@$!�� �%�&!�)$� �# !#� $�$� ���&�$�$�

#�$�&�$�- � ��*!)$� ,�)�� $� '��*� #�$�&�$� ���3 ��&�'��)�$� '�# � ���'�� � $��

���!&��$�� �,���'�$�� ��&� ��#!&�� �- ���� ���'�� � ���3 ��W���$� )� *��)!&���$�$�

$� ��#!&�� �- ��� *��)!&���$�$� �)��)$���� � ,��(K4)'�� �# (!� �� �)�����O�� �)���

�� �*�)��� � � ���&�A�$��- ����� ,��#�. (!�)�� #�)�� � ��
����� !��&�A�$� ����

�%�)�� $� ��#�� $� ��#!&�� �. #���� D � (!�)��$�$� $� '3&'!&�� )�'���3���-

��)��$���)$� � )L#��� $� �*�)��� n. � m �"��3'!&��. � '�#�&�8�$�$� $�

'�#�!��� � �# '�$� ��
����� D O(n2 + n × m)- �� ,��#� � ��$!A�� � )L#��� $�

'3&'!&�� �# '�$� ��
�����. "!�'�#�� �$�)��H'�� � ������ ,@��'� �)$� �� ,����� � �

��&�%�)���. ���� � #�*)��!$� $�� ,����� $�'���'� '�# � $���P)'��- ��)�#�)�#��

����� ������� ,@��'�� $� �7���
�-



\:

!<)<) ���*#%:��+,� �� �*%���� �� #��"����

� '�)'���4)'�� $� #�$�&� $� ��#!&�� � $� #!&��$O�� ������)��$� �� �)'�)���

)� ����&�&��#� $� $�$�� $� ��&�'�� �+ � '3&'!&� $� ,����� ��$� ��� ���&�A�$� ��"��

'�$� �*�)�� $� ,��#� �)$���)$�)�� � '�$� ��
����� ���)�'����$� $� ��#!&�� �- ��

�)��)��. � '!��� $� '3&'!&�� $� !# )�%� ����$� ���� !# �*�)�� � '�$� ��
�����

) � Q!���H'� � '�)'���4)'�� )���� )@%�&- ��#"D# �"���%�#�� (!� !#� ��#�&��

$�'�#����� � ����'��& �# ��*�O�� �)$���)$�)��� <$�#@)���= ) � ��$� ��� �8�&���$�

)� )���� #�$�&� $� ��#!&�� �. ���� B3 !#� ��&�� � �������� $� ,����� �)��� �*�)���

$� ,��#� (!� � ����$� $� �����#� $�%� ��� '�#!)�'�$� �)��� �� ��*�O�� � '�$�

��
����� ��#!&�$�- 	 '�)'���� $� 'D&!&��. $�H)�$� �)������#�)��. D ����)$�$� ����

�#�&�#�)��� � ���*��#� '�)'����)��-

5����� ;-:: ? ������ ��#!&�$� $�%�$�$� �# 'D&!&��-

� ��&!� � �$���$� $�%�$� � ������ ,@��'� �# !# )L#��� H8� $� 'D&!&��- �

5�*!�� ;-:: ������)�� � $�%�� � �# ���#�� $� 'D&!&�� ���� !#� $����#�)�$� 3���

��#!&�$�- ����� H*!��. �� �*�)��� � � �������)��$�� ��� '@�'!&��. � $�%�� � �#

'D&!&�� D �������)��$� ��� &�)B�� H)�� �)(!�)�� �� ����$�� ��� &�)B�� *������- a

�#�����)�� )���� (!� )���� �������)��� �. � 3��� $� �)W!4)'�� $� !# �*�)�� �"��)*�

)� #@)�#� !#� 'D&!&�. ��$�)$�. �# '��� �8���#�. �� ����)$�� ��� ��D (!���� 'D&!&��-

����� �#�&�#�)��� �. � '3&'!&� $� ��#!&�� � D ��&�'�$� $� ,��#� '�)'����)��

��"�� ��$�� �� 'D&!&��- ���� �"��� ��& )@%�& $� '�)'���4)'��. �� �),��#��O�� '�)��)$�

� ����$� $� ��#!&�� � � � $!�&�'�$��+ '�$� ��
����� ti ��# '�#� I�)���$�J � ����$�

Si−1 � ���$!A '�#� I��@$�J � ����$� Si- Si−1 �������)�� � ����$� $� ��#!&�� � )�

�)���)�� $� ��#�� ti−1 � Si � )�%� ����$� '�#�!��$�-



\0

� !)�$�$� $� ���"�&B� <����,�= D. �����)��. $�H)�$� �# ���#�� $� 'D&!&��-

a �#�����)�� )���� (!� ����� ����,�� ����!�# $�,���)��� '��*�� '�#�!��'��)���

<'��*�� ����*!&����=. !#� %�A (!� )� �)������ $� '�$� 'D&!&� ��$�# �8����� !# )L#���

$�,���)�� $� �*�)���-

C1 C2 C3 C4 Cn

C1 C2 C3 C4 Cn

Si-1

Si
T

hread 01

T
hread 02

T
hread 03

T
hread 04

5����� ;-:0 ? ���*��#� �8������)$� � '�)'���4)'�� �)��� )�$��-

!<)<1 ������*� �*#�

��H)�$� � !)�$�$� $� ���"�&B� ���� � �8�'!� � '�)'����)��. ���'!����� �

$�H)�� � $� !#� ������D*�� $� �8�'!� � �H'��)�� $� ��#!&�� � �# �*&�#���$� $�

'�#�!��$����- ����� ���� $� ��(!����!��. !# '�)Q!)�� $� )9� <#�)�. $!�& �! (!�$

���'����$��= �)'�)���#��� &�*�$�� � !#� ��$� $� '�#!)�'��O�� <)��#�&#�)�� $�

�&�� $���#��)B�= � $�$�'�$�� G �8�'!� � $� !#� L)�'� ��&�'�� �- �����)��. �

��'�&�)�#�)�� $�%� ��� ���&�A�$� '�)��$���)$� �� $��� )@%��� $� '�)'���4)'�� (!� �

��(!����!�� ������'��)�+ �)��� � �)��� )9�-

	 ��'�&�)�#�)�� �)����)9 D ���&�A�$� �8�&���)$� 
������	��


1�	 ����. '�#�

������)��$� )� 5�*!�� ;-:0- 	 '�)Q!)�� Si−1 $� 'D&!&�� D ��#�A�)�$� �# !#� &����.

� (!�& D '�)�!#�$� ��� !# '�)Q!)�� $� ����
�� $�$�'�$�� G �8�'!� � $� '3&'!&�

��"�� '�$� 'D&!&�- ����� ,��#�. � $��'��� � $� '�)'���4)'�� $� ��&�'�� �. (!� D

$�$� �# ���#�� $� '3&'!&� $� 'D&!&�. ��$� ��� $����'��$� $� ����&�&��#� ���& (!�

��$� ��� �"��$� �,���%�#�)�� )� )9. (!� D $�$� �# ���#�� $� ����
�� $� ���"�&B�

<)� 5�*!�� ;-:0 � � �������)��$�� (!���� ����
��=-
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	 )@%�& $� ��'�&�)�#�)�� �)����)9 &�%� �# '�)��$���� � � $�����"!�� � $� '��*�

'�#�!��'��)�& �)��� �� )9�- � $�����"!�� � �)�'��& $� ���"�&B� D ���&�A�$� $� ,��#�

���3��'�+ � '�)Q!)�� $� c 'D&!&�� (!� '�#�O�# � �����#� ��#!&�$� D $�'�#����� �#

p $�#@)���. �)$� p D � )L#��� $� )9� $� �*&�#���$�- �)�'��&#�)��. '�$� )9 ��'�"�

c/p 'D&!&��-

Si

Si-1

Si+1

Si+2

5����� ;-:C ? ���*��#� $� �#"��)�� $� �8�'!� � $�����"!@$�. �8�&���)$� �
'�)'���4)'�� �)��� )�$��-

� �8�'!� � D ���&�A�$� '�),��#� ������)��$� )� 5�*!�� ;-:C- ����� H*!��.

� '3&'!&� $� ,����� �# '�$� $�#@)�� D �������)��$� ��� '@�'!&��- ��$� '�&!)�

%����'�& '�������)$� G ��(K4)'�� $� ������O�� ���&�A�$�� ��� '�$� !# $�� )9� $�

�*&�#���$�- ���� H*!�� ������)�� �� ��)��� $� ��)'��)�A�� � �)��� �� '3&'!&�� $��

,����� �)��� �*�)��� ���!�$�� �# ��*�O�� $� "��$� $� '�$� $�#@)��+ '@�'!&�� 'B����

�������)��# � '3&'!&� $�� ,����� )�� 'D&!&�� �����)'�)��� G� ��*�O�� '�)����� $�

$�#@)��. �)(!�)�� '@�'!&�� %�A�$�� �������)��# � '3&'!&� $�� ,����� )�� �*�)���

���!�$�� �# 'D&!&�� �����)'�)��� G� "��$�� $� $�#@)��- �� ,��#� �)3&�*�.

���P)*!&�� 'B���� '�������)$�# ��� )�%�� ����$�� �"��$�� ���� �� 'D&!&�� '�)�����

$� $�#@)�� � ���P)*!&�� %�A�$�� '�������)$�# ��� )�%�� ����$�� $�� 'D&!&�� �#

��*�O�� $� "��$� $� $�#@)��- ��%���� )���� (!� � '3&'!&� $� ����$� Si $�� 'D&!&��



\F

���!�$�� )�� �����O�� $� "��$� )�'������# (!� � ����$� Si−1 ��)B� ��$� '�#�!��$�-

���� ,�'�&���� � %��!�&�A�� �. � � ������)��$�� �� ��)'��)�A��O�� $� '�$� )9 '�#

$��� %�A�)B��. (!�)$� )� ���&�$�$� �� ��)'��)�A��O�� �� $ � �)��� (!���� )9�- ����

������D*�� ���#��� ��"����� �� ��#��� ����'��$�� �� ��"��'!��� $�� '�#!)�'��O��

$�� 'D&!&�� $� "��$� '�# � '3&'!&� �,���%� $�� 'D&!&�� '�)����� $� $�#@)��. ��$!A�)$�

� ��#�� $� �'����$�$� $� ���'����#�)��-

!<)<4 
���*��� �*#� �� ���(�

	 "�&�)'��#�)�� $� '��*� D ��&�'�$� )� �8�'!� � $�����"!@$� $� ��#!&�� � �#

!# �*&�#���$� $� '�#�!��$����- � ������D*�� $� $��&�'�� � '�#�!��� � $�� ,�����

��!�)��� ��"�� �� 'D&!&�� '�)����� � &�#@���,�� $�� $�#@)���. ��#�$� G ������D*�� $�

�8�'!� � 
��������
����. ���#��� ��"����� �� ��"��'!���� $�� '�#!)�'��O�� �)��� ��

)9� ^��&��)�. :\\1_- ��#� ������)��$� �)������#�)��. � $�����"!�� � �)�'��& $� '��*�

'�#�!��'��)�& �� $3 ��&� ��#�&�� $�%�� � $�� 'D&!&�� �)��� �� )9� $� ���'����#�)��-

�!��)�� � �8�'!� �. � "�&�)'��#�)�� $� '��*� �� $3 $� ,��#� $�)P#�'�- � !)�$�$�

$� '��*� !��&�A�$� '�#� "��� ���� � "�&�)'��#�)�� D � )L#��� $� �*�)��� �# '�$�

)9- ����#. '�)��$���)$� (!� !#� $�$� ��#!&�� � D ���&�A�$� ��"�� n �*�)���. �

�"Q���%� $� "�&�)'��#�)�� $� '��*� D #�)��� ��$�� �� )9� '�# n/p+δ <δ '�������)$�

� !#� %����� � �'���3%�& ��"�� � #D$�� 9��#�=-

�#"��� ������D*��� $� "�&�)'��#�)�� $� '��*�

^S�&&�"��E�
����� �)$ ���%��. :\\C_ ������)��# *��)$�� ��"��'!���� $�%�$�

G� )�'����$�$�� $� '�)���&� *&�"�& $� '��*�. ���� �� ������)�� '�#� !#� ��� �

�)�������)�� ���� � #�$�&� $� �8�'!� � $� ��#!&�� �- �� ���'�� $� �),��#��O��

$� '��*� '�#�!��'��)�&. )� �&*����#� �#�&�#�)��$�. � � ���&�A�$�� ���)�� �)���

)9� %�A�)B��. ��)$� (!� � �(!�&�A�� � $� '��*� �'���� ��#��� �)��� $��� )9� � '�$�

#�#�)��- ���� ��Q� %���H'�$� � $��"�&�)'��#�)�� $� '��*� �)��� �� )9� pk � pj

$!��)�� � ���'� $� ����$�� Si. )� ���'� $� ����$�� �# Si+1 � )9 ��"��'����*�$�

$��'���� �!� ��*� � $� "��$�. ��$!A�)$� ��! $�#@)��. � � #�)�� '����*�$� ��#

��! $�#@)�� ����)$�$�- ���� ������D*�� D �����'!&��#�)�� �)�������)�� �# ���!��O��
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$� �%�'!�� �. �)$� �*�)��� ��)$�# � $���*����� � !# #��#� $����)�+ � ��@$� $�

�#"��)��- ���� '�#�����#�)�� *��� $��"�&�)'��#�)�� $� '��*� �)��� �� )9�. ��)$�

'�#��)��$� ��&� ��$�����"!�� � $�� 'D&!&��-
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���� ���"�&B� ������)��! !# #�$�&� #���#3��'� (!� �����"�&��� � �8��)� � $�

#�$�&� $� N�&"�)* $� ,����� ��'���� "�$�#�)���)��� ���� �#"��)��� ���$�#�)���)���-

���� �8��)� � D $���Q�$� ��� ���#���� ��#!&��O�� $� �#"��)��� #��� '�#�&�8�� �#

��&�� � �(!�&�� ��#!&�$�� ��&�� ��!��� #�$�&�� � �#�&�#�)���O��-

����� '��@�!&� ��� � �"��$�$�� �� ���!&��$�� �"��$�� '�# � ����9���� �

�������O�� �)'�)���$�� $!��)�� ���� ���"�&B�- �� ��(K4)'�� � � $��'����� ���"�&B��

,!�!��� (!� ��$�# ��� ���&�A�$�� '�# ,�'� )� #�$�&� �(!� ������)��$�- ��� L&��#�

� � ������)��$�� �� '�)���"!��O�� $���� $�������� � $� #�����$�-

1�� ��2��

 	
 �

����	�


�� ���@�!&� ; ,���# ������)��$�� ���!&��$�� �"��$�� ����%D� $� ����9����

$���)%�&%�$�- ����%D� $� �)L#���� ������ ���&�A�$�� '�# � ����9����. '�# $�,���)���

���P#����� � '�)H*!���O��. ,�� �"���%�$� (!� � #�$�&� �� '�#�����! '�#� �

���%���� � �'���3%�& ���� ���� ���� $� ��#!&�� �- � 5�*!�� ;-2 �8�#�&�H'� � ,���

����%D� $� �$�� � $� ��$�� �� ,����� ��!�)$� ��"�� � �*�)�� )� #��#� �)���)��-

��#� ������$�. � �*�)�� ���$�! %�&�'�$�$� �)(!�)�� �!"�� � ��#��- �,���� ����

Q!���H'3%�& ��&� ��!�� � $� ,���� ���� � $� ������ $�)P#�'�- �!��)�� � $��'�$�

$� ��#��. � ,���� ���� ��!�! $� ,���� ������%� �� #�%�#�)��. ���D# � ,���� $�

������4)'�� $� ��. '�)��3��� �� #�%�#�)�� � ������'��)�& � %�&�'�$�$� $� �*�)��. ,��
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'���A $� $���'�&���� ��! #�%�#�)��-

1�� ,
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�#"��� � ,����#�)�� ���B�#���'� ������)�� !# 9��#� $���#��)B�

'�#�!��'��)�&. ) � �� ��$� '�#����� �!� ���,��#�)'� '�# !#� &�)*!�*�#

$� ���*��#�� � '�#��&�$�- ����� ,��#�. � ����9���� �#�&�#�)��$� ������)��

�������O�� �# ��&�� � �� ��#�� $� �8�'!� �. ) � ��)$� '���A. ��� �8�#�&�. $�

�%�&!�� !#� ��#!&�� � �# ��#�� ���&-

5���# �)'�)���$�� "�������� ��')�&9*�'�� $!��)�� � �(!���� � $� $�$��-

�%�)�!�&#�)�� #3(!�)�� '�# #���� ��$�� '�#�!��'��)�& � '�# ��')�&�*�� �)��&

������!�. �����# ���&�A�� ����� ��#!&��O�� �# !# ��#�� "����)�� �),����� ���

������)��$��. ���� � ���B�#���'� �8�&��� � '�)'���4)'�� $� ��!� �&*����#�� )�

)����� ��(!����!�� #!&�����'����$�-

��#!&��O�� ���&�A�$�� '�# � ����9���� �� #�������# &�%�� $� '�&��O�� #��#�

�# ���!��O�� '�# :11 �*�)��� '�)H)�$�� �# !#� ��*� � $� 20 × 20 #����� '�#

������� �# !# L)�'� ��)��- �)�����)�� ��#!&��O�� '�# #���� )L#��� $� �*�)���

�����)�# �� ���"&�#� $� "������� ��')�&9*�'� �#����� � ���� ��#!&��O�� �����#

� ������)��� !# *��)$� ��#�� �. �%�)�!�&#�)��. B3 � )�'����$�$� $� $�#�)!�� �

��
����� $� ��#!&�� �-

��#� )� #�$�&� $� N�&"�)*. ���'�"�!��� !#� *��)$� $���)$4)'�� $� ��#�)B�

$� ��
����� ��'�&B�$� ���� � �)��*��� � )!#D��'�- 5�� ���&�A�$� !# ���!$� ���� !#

%�&�� 9��#� $�)��� $�� ��#!&��O�� ���&�A�$��. ���D#. ���� %�&�� �)'�)������ #!���

�),����� � %�&���� #�)�!�3%��� �# ���!��O�� �����-

�&D# $� $���)$4)'�� $� ��
�����. � #�$�&� $� N�&"�)* D �8���#�#�)��

$���)$�)�� $�� ���P#����� !��&�A�$�� ���� � ��#!&�� � <��"�&� 0-:=- ��(!�)��

%�����O�� ) � ���!&��# �# #�%�#�)��� ���&@���'��-

�)'�)���� %�&���� '������� ���� �� ���P#����� ) � D ��#�&��- 	 #�$�&�

������)��$� D �!H'��)��#�)�� *�)D��'� � ������)�� !#� �D��� $� ���P#����� (!�

$�%�# ��� '�&�"��$�� ����%D� $� !#� %�&�$�� � $� #�$�&�- ���� %�&�$�� � ) �
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,�� ���&�A�$�. ���D# � ���!$� ���&�A�$� $�#�)����! �� ����)'��&�$�$�� $� #�$�&�

����%D� $� *�3H'�� (!� �������)��# � '�#�����#�)�� ������$� ���� B!#�)�� �����-

�)�����)��. ���� � !��&�A�� � ���& $���� ����9���� '�#� ,����#�)�� $�

��*!��)�� � $���)%�&%�#�)�� $� �$�H'��O��. D �#�����)�� (!� ��& %�&�$�� � ��Q�

���&�A�$�. )� "!�'� $� �)'�)���� �� ���P#����� '������� ���� � '�)Q!)�� $� �(!��O��-

1�� ������3�
 ������


���� ���(!��� �"�� !#� �D��� $� ���"�&B�� (!� ��$�# ��� ���&�A�$�� � ������

$�� ���!&��$�� �(!� ������)��$��+

• 7��� 2�*��+ �#�&�#�)��� � #�$�&� �# !#� &�)*!�*�# $� ���*��#�� �

(!� ����� ��� '�#��&�$� ���� �"��� #���� $���#��)B�- a ����@%�& �8�&����

�D')�'�� $� ���'����#�)�� $� �&�� $���#��)B� )���� �����. ���D# D )�'���3���

!# ���!$� $� '!��� '�#�!��'��)�& ����'��$� � ���� #�$�&� � $� �D')�'�� ����

� ��'�&�)�#�)�� $�� ����,�� *���$��-

• 0��%��+,� � ���%"��+,� �� �����+ ���� (!� � ��#!&�$�� ����� �������)���

B!#�)�� ����� �# ���!��O�� $� �P)�'�. D �#�����)�� � '�&�"��� � $�

$�$�� � %�&�$�� � $����� ����%D� $� �D')�'�� '�#�!��'��)���. '�#� � ��� �

��#�!��'��)�&- 	 !�� $� 'P#���� $� %@$�� �# &�'��� ������D*�'�� ��$�

,��)�'�� $�$�� ��,���)��� �� W!8� $� ��$������. ��� �8�#�&�. � ��(!�� !#�

&�)B� $� ���(!��� ���)�� ���� ���� ���"�&B�-

• �*K�%�� �� 2��#� �*#��+ ��),��#� $��'���� �)������#�)��. ��#!&��O�� $�

B!#�)�� %���!��� ������)��# !#� �D��� $� '���'���@���'�� (!� ,�*�# $� ��'���

$� '�#�!��� �- ���� �!8�&��� )� %�&�$�� � � '�&�"��� � $� $�$�� D �#�����)��

(!� ��Q� ,���� !#� ���(!��� ���'�&9*�'� � ��'��&9*�'� ��"�� � '�#�����#�)��

$� ��$������-
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� ���)'���& '�)���"!�� � $���� ���"�&B� ,�� � $���)%�&%�#�)�� $� !#

#�$�&� #���#3��'� ����#����A3%�& '���A $� ��#!&�� #!&��$O�� �# �#"��)���

���$�#�)���)��� ����%D� $� !#� �"��$�*�# 5@��'�- � ������ $���� ���!$�. ,���#

�"��$�� ���!&��$�� (!� % � $� �'��$� '�# � ������$� ���� B!#�)�� ����� �#

���!��O�� $� �%�'!�� �- ����� ,��#�. ���� ���"�&B� ��$� ��� !#� ,����#�)��

L��& ���� �)3&��� $� �%�'!�� � $� �#"��)��� '�#�&�8��. '�# #L&���&�� �)$����.

����)�#�)�� $� �*�)��� $� ��*!��)�� � ��D #��#� ���� �&�)�Q�#�)�� ��(!����V)�'�-
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^�#���'�) ��'��)�& ���)$��$� �)����!��. :\\F_ �#���'�) ��'��)�& ���)$��$�

�)����!�� <:\\F=- ���� � ���)$��$ ,�� �),��#����) ��'B)�&�*T+ �����"&�

��������)* �T���# �)���,�'� <����8=- ���� �+ �T���# ���&�'����) ���*��#

�)���,�'� <���= ? �#�)$#�)� : ? �����#� �8��)���) ^' &�)*!�*�_- ::1\ ����)*

������. �!�� C11. ��&%�� ����)*. �� C1\:1. ���. ���� ��#�!��� ��'���T

�����. :\\F. 8�� ` R\1�- ���� ��$ :11C-:"�:\\C <,��#�&T E)�X) �� ����

�:111C-FM �)'&!$�� ���� ��$ :11C-:�:\\1=- �����%�$ �����#"�� :R .:\\C.

���� ���)$��$� >���$- �����%�$ ����& :F. :\\F-

^��E�). :\[2_ ��E�). �- <:\[2=- ����� �'B�#� "���$ )�%�*����) ,�� � #�"�&�

��"��+ �) ������'B �� ���*��##�)* "T "�B�%���- &	�	���� 
�� '��	

��	��

/�	��������� DEFG ;��� ;�����
��	�
� !	�%������ 	�. F+0;F?02:-

^>�'E�� �� �&-. 0110_ >�'E��. �- /-. ����&�)*. �-. ��%�����. �-. ���"�)$.

/- �-. ��)�X�E�. �- �-. �)$ ��'E��. �- �- <0110=- >��X!&,

+ � ����&&�& S��E������) ,�� �'��)��H' ��#�!�����)- �)���)�� +

B���+66XXX-"��X!&,-��*6������6����\R6�'��\R-B�#&-

^>�!%��� �� �&-. :\\2_ >�!%���. �-. ��B�). �-. �)$ ��Q#�). 
- <:\\2=- 5��#

'��X$ ��#!&����) �� ���"�* $��&�T#�)�+ �����'&� �T���#�. � )�X ����$�*# �,

��#!&����)- .	���
� 	% ������	��� ;

����. ;+\F?:12-

^>��!) �� �&-. 011C_ >��!). �-. >�$#�)). >- �- /-. 	&�%����. 
- �- 
-. �)$ �!���.

�- �- <011C=- ��$�&&�)* �)$�%�$!�& "�B�%��� �) '��X$ ��#!&����)- �) /�	��������

	% !	
����� '��

��	� 
�� �	��
� '����� CHHI. >�!)�X�'E. �-
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^>��!) �� �&-. 011R_ >��!). �-. >�$#�)). >- /-. �)$ �!���. �- �- <011R=-

��#!&���)* %���!�& '��X$� �) �#���*�)'T ���!����)�- :+0FF?0[0-

^>��*�) �)$ N�$*�)�. :\\R_ >��*�). �- �- �)$ N�$*�)�. /- c- <:\\R=- ���!�

"�B�%���� ,�� �T���#� X��B ��*)�H'�)� $T)�#�'�- �) /�	�������� 	% ��� DEEJ

;���=&�. ;�����
��	�
� !	�%������ 	� ;���������� &	�	�� 
�� �+���
�. ��*��

R0[?RCF-

^>!�)� �)$ 	�H�&$. 011F_ >!�)�. �- �)$ 	�H�&$. �- <011F=- 	��) �'�)� ����B �+

�)���$!'���). >+ �8�#�&�� �)$ ���&�'����)�- /�	�������� 	% ��� ;��� �����
�

&�
���+ CHHK L�&MHKN)�	��
� HH-

^��%�&B���� �� �&-. 011;_ ��%�&B����. �- �- N-. �!���. �- �-. /!)*. �-. ���$����.

	- �-. �)$ ��&%����. �- 
- >- <011;=- ��*�&P)'�� � ��*!��)�� '�# �����#��

'�#�!��'��)��� $� �&�� $���#��)B�- :+<��?�	�=-

^���'��� �� �&-. 011;_ ���'���. 5- �-. ��#"�'B. /- �- �-. �)$ ��%�&B����. �- �- N-

<011;=- N�*B ���,��#�)'� ��#!&����)� �, �B� '�&!&�� ����� #�$�&- �) 3/!�

MHOP /�	�������� 	% ��� CH�� ;�����
��	�
� �+
�	���
 	� 3��� /��%	�

���

!	
������ �+���
� 
�� '�����
��	�� L3/!�MHON. ��*�� <��?�	�=- ����

��#�!��� ��'���T-

^��$$�)*��). :\\C_ ��$$�)*��). �- �- <:\\C=- �) �)�&T��� �, $�����"!��$

'�#�!��)* ��,�X��� �)$ B��$X��� ,�� ���&�'����)� �) '�#�!�����)�& �BT��'�-

��*�� :2\?:[;-

^���$����. 011;_ ���$����. 	- �- <011;=- ���B�#���'�+ 	 ��' � ���%��� $�

#���#3��'�- &�����
 8
�Q. <2=+;0?;2-

^���$���� �� �&-. 011R_ ���$����. 	- �-. >��!). �-. ��&%����. �- >-. �!���. �- �-.

�)$ ��%�&B����. �- �- N- <011R=- ��)'!���)'T �) ��'��& ,��'�� ��#!&����) #�$�&-

�)!�	0�� ;�����
��	�
� R	�*��	� 	� !�	0� ��
��
��	�-
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^���$���� �� �&-. 011;_ ���$����. 	- �-. �!���. �- �-. �)$ ��%�&B����. �- �- N-

<011;=- �8�&���)$� '�)'���4)'�� �# ��#!&�� � $� B!#�)�� %���!���- ���	�


&���	�
� �� '��	 >���
����	 L�&'>N. ��*�� 2\?[1-

^���X$ �T)�#�'�. 011;_ ���X$ �T)�#�'� <011;=- ���X$ $��������-

B���+66XXX-'��X$$T)�#�'�-'�#6 �'����$� �# 0R��*�����011;-

^��*!# �)$ ��)�). :\\[_ ��*!#. 
- �)$ ��)�). �- <:\\[=- 	��)#�+ �)

�)$!���T ���)$��$ ��� ,�� �B���$�#�#��T ���*��##�)*- !	
���
��	�
� �������


�� ������������ ;��� S��� 
��	 !	
������ �� ������� T �����������U. R<:=+F;?

RR-

^����*� �)$ ��#"��$�&&�. :\\2_ ����*�. �- �)$ ��#"��$�&&�. 
- �- <:\\2=- �)�

'�&�)T �T���#+ � '��������%� &���)�)* ������'B �� �B� ���%�&�)* ��&��#�)

���"&�#- ��	����	�
�+ !	
���
��	�� ;��� #�
��
���	�� 	�. :<:=+RC?;;-

^���)�&�� �� �&-. 011C_ ���)�&��. �- �-. ��%����. �- �-. �)$ ��%�!8. �- 	- �- �-

<011C=- �T)�#�' &��$ "�&�)'�)* �) �' '&!�����+ �) ���&�'����) �� � #!&����BT��'�

#�$�&- �"'!)/'>. 11+:\0-

^�%��� �)$ �!���. 0110_ �%���. �- 5- �)$ �!���. �- �- <0110=- >!�&$ ����H'��&

#�#��T �� �!��)�#�!� �*�)�� !��)* $T)�#�' �)$ B�����(!�'�&- :+:;F?:21-

^��&$�)����) �� �&-. :\\\_ ��&$�)����). �-. 
��*�. �-. �)$ ����8��. �- <:\\\=-

��)�&�)��� $T)�#�'�& �T���# ������'B �� "�B�%��� #�$�&�)*- #�� ����
�

!	
�����. :R+CF\?C;F-

^���*&�. 0112_ ���*&� <0112=- �E��'B��+%��$�& T�!� S��&$-

B���+66�E��'B!�-*��*&�-'�#6 �'����$� �# :;�/�)�����0112-

^�!���� �� �&-. 011R_ �!����. �-. ��#"�'B. /- �- �-. ���'���. 5- �-. �)$

��%�&B����. �- �- N- <011R=- �) �f'��)� ����&&�& �&*����B# �� �)%�&%�

��#!&����)� �, �B� ��&&!&�� ����� ��$�&- /
�
���� ��	������� �������. :R<:�0=+:\\?

01[-
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^N�&"�)*. :\\0_ N�&"�)*. �- <:\\0=- � W!�$�$T)�#�' #�$�& ,�� �B� #�%�#�)� �,

��$������)�- !	
���: �+���
�. 1;<1R=+C\:?F:R-
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