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Resumo

O presente trabalho propoe abordar, através da perspectiva Matematica o jogo Lights Out
que consiste em uma tabela de formato retangular em que ha luzes ligadas e desligadas,
o objetivo é desligar todas. E para isso o trabalho, inicialmente, estabelece uma base de
conhecimentos e resultados prévios, tais como: topicos de Algebra Linear e operagoes com
Classes Residuais. Posteriormente, hd a modelagem matematica do jogo, transformando-
o em uma equacao matricial e a partir de resultados conhecidos de Algebra Linear foi
possivel demonstrar que na configuracao 2 x 2n, n € N sempre admite solucao tnica.
Ademais, foi desenvolvido um programa em Python que permite encontrar a solugao para
qualquer configuracao inicial dada.

Palavras-chaves: Ligths Out. Algebra Linear. Equacao Matricial.
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1 Introducao

O presente trabalho de pesquisa tem por finalidade estudar sobre aplicacoes de tépicos
de Algebra Linear na resolugao do Jogo Lights-Out na configuracao 2 X n, onde n € N.
Para contribuir com essa investigacao, sera utilizado a programacao em Python que é uma
ferramenta de suma importancia em diversos campos atualmente. Ademais, vale salientar
que o problema de pesquisa é ”dada qualquer configuracao de luzes no Jogo Lights-Out de

tamanho 2 x n em que n € N, é possivel construir estratégias, a fim de resolver o jogo?”.

1.1 Justificativa

A Algebra Linear é um campo da Matematica deveras importante que trata de matri-
zes, vetores, sistemas lineares, transformacoes lineares, etc. Apesar de apresentar concei-
tos extremamente abstratos ela fornece uma gama de aplicacoes em diferentes areas, tais

como: engenharia, economia, computacao.

Faz-se necessario evidenciar que essa pesquisa ird abordar predominantemente a solugao
de sistemas lineares no corpo dos inteiros médulo 2, denotado por Zs, que sera abordado
com énfase no decorrer do texto. Um fato interessante, é que a solucao de sistemas em

Zo € de grande importancia para o ramo da criptografia e da criptoanalise.

De acordo com (PELLEGRINI, 2022) na Criptoanalise, a cifra que é uma ferramenta

criptografica usada para garantir sigilo em comunicagoes, isto é, em uma mensagem qual-
1

7

quer, representada por uma sequéncia de bits * , ou seja, uma sequéncia de 0’'s e 1’s, é
misturada a chave secreta (que é outra sequéncia de bits), de forma que um intruso nao
possa identificar mais a mensagem (e nem possa, é claro, obter a chave secreta). Quando
a mensagem chegar ao destinatario, a chave secreta é novamente usada para decodificar

a mensagemn.

1 As sequéncias de bits, sio sequéncias do espaco Zsg, isto é, formadas por 0’s e 1’s. Outro ponto

importante, as sequéncias de n bits, sao sequéncias com n termos.
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Chave

Texto Claro —— Cifra (encriptagio) —— Texto encriptado

Fonte: PELLEGRINI, 2022.

Figura 1 — Diagrama representando o processo de encriptacao.

O método da criptoanalise algébrica consiste em representar um criptossistema como
um sistema de equagoes, que no caso sera um sistema linear em Z, e a solucao desse

sistema podera ser uma chave ou mensagem secreta. (PELLEGRINI, 2022).

Portanto, percebe-se que o potencial de estudarmos essa area é gigantesco, uma vez

que a capacidade de guardar informagoes é imprescindivel.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é elaborar um programa em Python que permita
conjecturar em quais configuracoes o Jogo Lights-Out de tamanho 2 X n possui solugao,
posteriormente demonstrar analiticamente tal conjectura. Os objetivos especificos para

se chegar a isto sao:

1) Expor conceitos relacionados com a existéncia de solugao de sistemas lineares.

2) Exibir tépicos de Aritmética Modular, com énfase em Zs, corpo dos inteiros médulo

2.

3) Verificar a existéncia de solugdo em diferentes variagoes do Jogo Lights-Out utili-

zando topicos de Algebra Linear.

4) Utillizar programagao em Python para mostrar as solugoes.

1.3 Organizagdo do Texto

Serao apresentados no capitulo 2 uma pequena contextualizagao histérica sobre siste-
mas lineares e determinantes. A fim de criar uma base de conhecimentos para a compre-
ensao do foco da pesquisa no capitulo 3 e 4, vao ser apresentados resultados sobre sistemas
lineres e classes residuais, respectivamente. Mais especificamente, o capitulo 3 trata de
sistemas lineares e métodos para sua resolucao além de alguns topicos etc. Também vamos
evidenciar tépicos sobre conjuntos geradores e matrizes, em que o objetivo é exibir os re-

sultados que permitem associar a resolucao de uma equacao matricial, com a dimensao do
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espaco nulo. Como os elementos das matrizes aqui estudadas estao em Zsy, iremos estudar
as operacoes algébricas em Z,. Antes de chegar ao centro da pesquisa, serd comentado
no capitulo 5 de forma sucinta sobre Python, visto que utilizaremos essa linguagem de

programacao para encontrar as solugoes.

Finalmente, chegamos ao foco desse trabalho, capitulo 6, onde vamos explicar como
o jogo funciona e, posteriormente, modela-lo, para que seja possivel transformar o jogo
em uma equagao matricial. Depois da modelagem trataremos de dois casos especificos,
o jogo nas configuragoes 2 X 2 e 5 X 5, em que o segundo darda o ponta pé inicial de
como podemos trabalhar com a equacao matricial modelada. Por fim, apresentaremos
resultados que permitem concluir que o jogo na configuracao 2 X 2n, em que n € N

sempre tem solucao unica.






2 Uma breve contextualizacao historica

Os sistemas lineares e o determinante apresentam uma importancia significativa, uma
vez que sao extremamente uteis para a resolucao de problemas em diversos contextos e

aplicagoes.

Conforme (SOUZA, SABINO, SABINO, 2017) o estudo de sistemas de equagoes linea-
res deu origem inicialmente ao estudo de determinantes e posteriormente ao das matrizes.
As primeiras evidéncias desta utilizagao foram encontradas em tabletas babilonicas fei-
tas de argila por volta de 300 a.C. Além disso, o livro Nove Capitulos sobre a Arte
Matematica, publicado na China entre 200 a.C. e 100 a.C., mostra representacoes dos
coeficientes de sistemas lineares em barras de bambu e é considerado uma das primeiras
fontes a mencionar a ideia de matrizes. Embora os sistemas de equagoes lineares, ma-
trizes e determinantes possam parecer assuntos distintos, sua histéria mostra que estao

interligados.

A primeira ideia de determinante foi desenvolvida pelo matemético japonés Seki Kowa
em 1683, e em sua obra ele escreveu varios exemplos de sistemas de equagoes em forma
matricial. No mesmo ano, o matemaéatico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz também
comecou a utilizar determinantes para resolver sistemas de equacoes lineares, estabele-
cendo a condicao de compatibilidade de um sistema de trés equagoes a duas incognitas
em termos do determinante de ordem 3, formado pelos coeficientes e pelos termos inde-

pendentes. Portanto, ambos resolviam equacoes lineares, porém de maneiras diferentes.

Além disso, quem também contribuiu para a teoria dos determinantes foi o escoceés
Colin Maclaurin, que em 1730 escreveu “Um Tratado sobre Algebra” que mais tarde, em
1748, foi publicado como livro foi publicado e nele encontra-se o “teorema geral” para
eliminacao de incégnitas de sistemas lineares, onde traz demonstracoes para matrizes
de ordem 2, 3 e 4. Este teorema é o que conhecemos hoje por regra de Cramer, pois
o matematico suico Gabriel Cramer publicou o livro “Introducao a Anélise de Curvas

Algébricas”, em 1750, que apresentava resultados para matrizes de ordem n (SOUZA,

SABINO, SABINO, 2017).

O termo determinante s6 foi cunhado em 1801 quando utilizado por Gauss. Cauchy foi
o primeiro a usar determinantes no sentido moderno em 1812 e, com isso, foi responsavel
por boa parte da teoria inicial sobre esse novo conceito, que se disseminou a partir de
1841 quando Jacobi o popularizou utilizando-os no contexto de fungoes de varias variaveis.
Por fim, no século XIX a teoria dos determinantes havia se desenvolvido a ponto de livros

inteiros serem dedicados a ela, contudo apesar de sua belissima historia os determinantes
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hoje tém um interesse mais tedrico do que pratico, posto que ele perdeu espaco para
métodos nimericos mais eficazes na resolugao de sistemas lineares (POOLE, 2004). Por-
tanto, notamos que a historia desses trés conceitos se entrelagam e proporocionam uma

rica ferramenta Matemaética.



3 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES,
MATRIZES E DETERMINANTES

Este capitulo tratara primordialmente resultados relacionados a sistemas lineares e
matrizes, em que o objetivo ¢é evidenciar proposigoes que garantem a existencia da solugao
de sistemas lineares. Ademais, vale salientar que o trabalho supdem que o leitor tenha
familiaridade com alguns tépicos de Algebra Linear, portanto, alguns resultados nao vao

ser demonstrados.

3.1 Sistemas de Equacdes Lineares

Definicao: Uma equacao linear nas variaveis 1, o, ..., T, ¢ uma equacao que pode ser

escrita na forma aixq + asxs + - -+ + a,x, = b, onde b e os coeficientes ay, ao, ..., a, sao

numeros reais.

Definicao: Um sistema de equagoes lineares S de m equagoes e n incégnitas xq, xa, . .., Ty

é uma lista de equacgoes

a11T1 + aipxs + -+ apT, = by,

2171 + Qoxs + -+ AT, = b,

S :

Am1T1 + AmaTs + -+ -+ QG Ty, = bm7

onde b; e a;; sao constantes (em geral nimeros reais) para 1 <i<m, 1 <j < n.

Uma solucao do sistema é uma lista (s, Ss,...,s,) de nimeros reais que torna as
equacoes simultaneamente verdadeiras quando substituimos z; por sy, X9 por ss, ..., T,
por Sy,.

Usaremos a sigla SEL para designar sistema de equagoes lineares.

O sistema S pode ser reescrito usando notagao matricial.
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Sejam
11 aiz2 - Q1p X1 by
Q21 Q22 -+ Q2 X2 by
A= , X= , b=
Am1 Am2 - Amn Tp bm

Com isso o sistema S pode ser escrito na forma Ax = b.

A matriz A = [@;j]mxn ¢ chamada matriz dos coeficientes, a matriz coluna x = [2;],x1

é matriz das incégnitas e a matriz coluna b = [b;],,x1 matriz dos termos independentes.

Teorema: Para um sistema de equacgoes lineares temos trés possibilidades:

(i) Solugao tnica: sistema possivel (compativel) e determinado.
Somente uma lista (s1, s9, ..., s,) satisfaz simultaneamente as m equagoes.
(i) Nenhuma solugao: sistema impossivel (incompativel).
Nenhuma lista satisfaz as equacoes simultaneamente.
(iii) Infinitas solugoes': sistema possivel (compativel)e indeterminado.

Infinitas listas da forma (sy, S, ..., s,) satisfazem simultaneamente as m equagoes.

3.1.1 Métodos Diretos para Resolucao de Sistemas Lineares
A palavra escalonar vem da palavra latina scala, que significa escada ou degraus. Es-

calonar uma matriz significa dar a ela a forma de escada.

Definicao: Uma matriz estd na forma escalonada por linhas quando satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) Todas as linhas que consistem inteiramente de zeros estao na parte inferior da matriz.

(ii) Em cada linha nao nula, o primeiro elemento nao nulo (chamado de elemento lider)

estd em uma coluna a esquerda de qualquer outro elemento lider abaixo dele.

As propriedades acima garantem que os elementos lideres fiquem posicionados for-

mando uma escada.

Definicao: As seguintes operagoes elementares com as linhas podem ser realizadas em

uma matriz:

1 Uma observacio importante é que a existéncia de infinitas solucoes nio vale para corpos finitos.
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(i) Trocar duas linhas de posigao. (L; <> L; significa trocar as linhas i e j)

(ii) Multiplicar uma linha por uma constante nao nula. (kL; significa multiplicar a

linha ¢ pelo nimero real k)

(iii) Somar um multiplo de uma linha com outra linha.  (L; + kL; significa somar k

vezes a linha j a linha ¢ e trocar a linha i pelo resultado)

O processo de aplicar operacoes elementares com linhas para transformar uma matriz em
uma matriz escaloada é chamado de escalonamento.
Definicao: Duas matrizes A e B sao ditas linha equivalentes se existir uma sequéncia

de operacoes elementares com as linhas de A que converta A em B.

O Método de Eliminacao de Gauss

Quando um escalonamento é aplicado a matriz completa de um sistema de equagoes
lineares, criamos um sistema equivalente que pode ser resolvido por substituicao de tras
para a frente. O processo inteiro é conhecido como método da eliminagao de Gauss, ou

método de eliminagao gaussiana.

(i) Escreva a matriz ampliada do sistema de equagoes lineares.

(ii) Use operagoes elementares com as linhas para reduzir a matriz ampliada a forma

escalonada por linhas.

(iii) Usando substituicao de tras para frente, resolva o sistema equivalente que corres-

ponde a matriz linha-reduzida.

Definicao: Uma matriz estd na forma escalonada reduzida por linhas se ela satisfaz

as seguintes propriedades:
(i) Todas as linhas que consistem inteiramente de zeros estao na parte inferior da matriz.
(ii) O elemento lider em cada linha nao nula é igual a 1 (chamado 1 lider).
(iii) Cada coluna que contém um 1 lider tem zeros em todas as outras posigoes.

No exemplo abaixo veremos como funciona a eliminagao gaussiana.

- 2y + 3z =
Exemplo: dr + 3y + =z =
2 + 4y — 2z =

0 -2 3 d 2 4 -1 1 2 4 -1 1

4 3 10 2| ne |4 3 10 2| 4,0 |0 =5 310
— . —
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2 4 -1 :1 2 4 -1 :1
0 -5 3 :0 0 -5 3 :0

Ls—(2/5L2)

0 -2 3 :5]——|0 0 9/5:5

20 + 4y — =z
Assim o sistema equivalente fica — 5y + 3z =0
. -
Fazendo a retrossubstituicao obtemos z = %, Yy = %5 exr = 9 Portanto o sistema
tem solugao tnica (—1—3, E, §>
9°9"° 9

Definigao: O posto de uma matriz é o nimero de linhas nao nulas de qualquer uma de

suas formas escalonadas por linhas.

Definicao: Um sistema de equacgoes lineares ¢ dito homogéneo se o termo independente

em cada equagao € igual a zero.

3.2 Conjuntos Geradores

Um vetor v em R" pode ser escrito como uma n-upla v = (x1, xg, ..., &,) ou como uma
I

. L2
matriz coluna v =

T
Definigao: Um vetor v é uma combinacao linear dos vetores vy, va, ..., Vi se existirem
escalares ¢y, co, ..., ¢ tais que v = c;vy + cove + - - - + ¢ Vi. Os escalares ¢y, ¢, ..., ¢

sao chamados coeficientes da combinacao linear.

Teorema: Um sistema de equagoes lineares Ax=b ¢é possivel se, e somente se, b é uma

combinacao linear das colunas de A.

Definigao: Seja S = {vi, va, ..., Vx} é um conjunto de vetores de R™. O conjunto
de todas as combinacgoes lineares de vy, vy, ..., v é denominado conjunto gerado por
Vi, Vo, ..., Vi e é denotado por ger(vy, va, ..., Vi) ou ger(S) ou span(vy, va, ..., V)
ou span(S).

Em outras palavras, span(S)= {a1vy + agvy + - -+ + vy, @ a; € R}



3.2. Conjuntos Geradores 11

3.2.1 Dependéncia Linear

Definicao: Um conjunto de vetores vy, va, ..., Vi é linearmente dependente se existirem
escalares cq, ..., ¢, pelo menos um dos quais nao nulo, tais que ¢;vi+cavo+. ..+ vy =
0.

Um conjunto de vetores nao linearmente dependente é chamado linearmente indepen-

dente.

Teorema: Um conjunto de vetores vy, vag, ..., vi de R™ ¢é linearmente dependente se,

e somente se, pelo menos um dos vetores pode ser escrito como combinagao linear dos

demais.
Teorema: Sejam vy, Vs, ..., v, vetores (coluna) de R" e A amatriz nxm [vy, va, ..., Vi)
que tem esses vetores como suas colunas. Entao vy, va, ..., v,, serao linearmente depen-

dentes se, e somente se, o sistema linear homogéneo cuja matriz completa for [A : 0] tiver

uma solucao nao trivial, ou seja, tiver infinitas solucoes.

Demonstragao:

Os vetores vy, Vo, ..., V,, serao LD se, e somente se, existirem escalares ¢y, ¢s, ... ¢, nao

todos nulos tais que ¢;vy + cove + ... + ¢, v,y = 0. Mas isso é equivalente a dizer que
1

~ C2 , ~ . . . . .
o vetor nao nulo ) ¢ uma solucao do sistema homogéneo cuja matriz completa é

Cm

|:V1V2 ...vme]. O

3.2.2 Base, Dimens3o e Subespacos

Defini¢ao: Um conjunto {vy, v, ..., vi} de vetores de R" é dito uma base de R" se:
(i) {vy, Vo, ..., Vi} é um conjunto linearmente independente.
(ii) span(vy, va, ..., vi) = R™

Definicao: Um subespago de R™ é um conjunto S de vetores de R" tal que:

(i) O vetor nulo pertence a S. (0 € S)

(ii) Se u e v pertencem a S, entdo u + v também pertence a S. (S é fechado para a

soma de vetores)

(iii) Se u pertence a S e a é um escalar, entdo cvu também pertence a S.
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Definicao: Uma base de um subespaco S de R™ é um conjunto de vetores de S que gera

S é que ¢ linearmente independente.

‘i , - , . .
Definicao: Se S é um subespaco de R", entao o niimero de vetores em uma base de S é

chamado dimensao de S e denotado por dim(S).

Definicao: Seja A uma matriz m x n.

1. O espaco linha de A é o subespago lin(A) de R"™ gerado pelas linhas de A.
2. O espago coluna de A é o subespago col(A) de R™ gerado pelas colunas de A.

3. O espago anulado de A é o subespago anul(A) de R™ formado pelas solugoes do sis-
tema linear homogéneo Ax = 0. A dimensao do espago anulado de A é denominada

a nulidade de A.

4. O espaco anulado & esquerda de A é o subespaco anul(A”) de R™ formado pelas

solucoes do sistema linear homogéneo ATy = 0.

Teorema: Sejam A e B matrizes equivalentes por linhas. Entao lin(A) = lin(B).

Teorema: Sejam A uma matriz mxn e N o conjunto solugao do sistema linear homogéneo
Ax= 0. Entao N = anul(A) é um subespago de R".

Demonstracao: Observe que um vetor solucao x precisa ser um vetor de R para que
Ax esteja definido e 0 = 0,, é um vetor de R”. Assim N ={x € R" : Az =0=0,,}

(espago anulado por A, isto é, N = anul(A).

(i) 0,, € N, pois A0 = 0.

(ii) Sejam u, v.€ N. Logo Au =0 ¢ Av =0. Entao A(u+v) = Au+Av=0+0=0,
logou+veN.

(iii) Sejam u € N e a € R. Logo A(au) =aAu=a-0=0 e entdo au € N. OJ

Teorema: Seja A uma matriz cujos elementos sao nimeros reais. Para qualquer sistema

de equagoes lineares Ax = b, vale exatamente uma das condicoes abaixo:

(a) Nao tem solugao. (b) Tem uma tnica solugao. (c¢) Tem infinitas
solucoes?.
Demonstracgao: Se o sistema Az = b nao tem solugao ou se tem uma solucao nao temos
nada a provar. Agora supde que o sistema tem pelo menos duas solugoes distintas x; e

Xg, ou seja, Axr; =b e Azy, = b.

2 Uma observacio importante é que a existéncia de infinitas solucdes ndo vale para corpos finitos.
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Seja Xg = X1 — Xg, entdao Axg = A(x; — X2) = Ax; — Azy = b —b = 0 e assim x; €

anul(A). Como anul(A) é um subespaco de R™ segue que txy € anul(A), para todo t € R.

Agora vamos considerar os infinitos vetores x; + txg. Logo A(x; +txg) = Az + Axy =
b+0=b. O

Teorema: Seja A uma matriz de ordem m x n. Entao os espacos linha e coluna de A
tém a mesma dimensao.

Demonstracao: Seja B a matriz na forma escalonada por linhas de A. Vimos que lin
(A) = lin (B) e assim dim (lin (A)) = dim (lin (B)) = nimero de linhas nao nulas de B

= numero de 1’s lideres de B. Vamos chamar esse nimero de r.

Em geral, col (A) # col (B), mas as colunas de A e de B tém as mesmas rela¢oes de

dependéncia.

Logo dim (col (A)) = dim (col (B)) e como existem r 1’s lideres, B tem r colunas que
sao os vetores unitarios canonicos ej, €s, ..., e, de R™. Esses vetores sao uma base de
col(B) e assim dim(col(B)) =r . O

Definicao: O posto de uma matriz A é a dimensao de seus espacos linha e coluna e é

denotado por posto(A).

Teorema do Posto: Se A é uma matriz m X n, entdo posto (A) + nulidade (A) = n.
Demonstracao: Seja B a matriz escalonada reduzida por linhas de A e suponha que
posto(A) = r. Entao B tem r 1’s lideres e assim hé r varidveis dependentes e n — r
variaveis livres na solugdo Ax = 0. Como dim(anul(A)) = n — r, temos que posto(A) +
nulidade(A) =r+ (n—r) =n. O

3.2.3 Matrizes Invertiveis

Definicao: Uma matriz A de ordem n x n é invertivel se, e somente se, existe uma matriz
B, também de ordem n, de modo de que: AB = BA = I,,. A matriz B chama-se inversa

de A e denota-se por AL,

Proposigao: Se uma matriz A quadrada de ordem n é invertivel, entao sua inversa é
Unica.
Demonstragao: Suponhamos que existem matrizes B e C tais que AB = BA =1, e
AC =CA =1,.

B = BI, = B(AC) = (BA)C =I,C =C.O
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Teorema das Matrizes Invertiveis®: Seja A uma matriz n xn. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:
a) A é invertivel.
b) Para cada b, Az = b tem uma tnica solugao.
¢) Az =0 tem apenas a solugao trivial.
d) Posto (A)= n.

e) Nulidade (A)=0.

3 O teorema das Matrizes Invertiveis que pode ser encontrada em qualquer livro de Algebra Linear,

normalmente, apresenta uma série de afirmagoes equivalentes, no presente texto serao exibidos apenas
aquelas tteis para esse contexto.
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4 CONGRUENCIAS

Neste capitulo sera apresentada uma sucinta revisao sobre congruéncias, classes resi-

duais, bem como conceitos relacionados a corpos e grupos. Fora utlizado como referéncia

principal o livro A/lgebm Moderna (DOMINGUES, Hygino H.; IEZZI, Gelson).

4.1 Congruéncia

Definicao: Dois niimeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua
divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes médulo m,

escrevemos a = b (mod m).

Exemplo: Note que 25 = 13 (mod 2), pois o resto da divisao de 25 e 13 por 2 ¢ igual a
1.

4.2 Classes Residuais

Definigao: Denominamos classe residual médulo m do elemento a € Z, denotada por [a],

como sendo o subconjunto
[a| ={r€Z : x=a (modm)}.

Sendo assim, o conjunto de todas as classes residuais médulo m serda denotado por

Ly, € representado da seguinte forma:

Exemplo: Para m = 2 que é de fato o que vamos utilizar nesta pesquisa, temos:
O)={z€Z:2=0 (mod2)}
N={zx€Z:2=1 (mod2)}

Portanto, [a] = [0] se, e somente se, a é par; e [a] = [1] se, e somente se, a é fmpar.

4.3 Operagoes com Classes Residuais

Vamos definir a adicao e a multiplicacao de classes residuais, bem como apresentar

suas propriedades.
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Definimos a adicao e multiplicacao de classes médulo m por:
[a] + [b] = [a + ]
[a] - [b] = [a - b]
Propriedades: Para todos [a], [b] e [c] € Z,, temos as propriedades da adigao:

1) ([a] + [o]) + [c] = [a] + ([b] + [¢]) (associativa).
Demonstragao: [a] + ([b] +[c]) = [a]| + [b+¢c] =[a+ (b+c)] = [(a+b) + ] =
[a + 0] + [c] = ([a] + [b]) + [¢]

2) [a] + [b] = [b] + [a] (comutatividade).
Demonstragao: [a] + [b] = [a +b] = [b+ a] = [b] + [a]

3) [a] + [0] = [a], para todo [a] € Z,, (existéncia do elemento neutro).

4) [a] + [—a] = [0] (existéncia de simétrico).

Propriedades: Para todos [a], [b], [c] € Z,, temos as propriedades da multiplicacao:
1) ([a] - [b]) - [c] = [a] - ([b] - [¢]) (associativa).

2) [a] - [b] = [b] - [a] (comutatividade).

3) [a] - [1] = [a] (existéncia de unidade).

4) [a] - ([b] + [c]) = [a] - [b]) + [a] - [¢] = (distributiva).
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4.4  Corpo

Nesta secao vamos apresentar de uma maneira sucinta sobre a nogao de corpo.

Definicao: Um corpo é um conjunto K no qual estao definidas duas operacoes, adicao e

multiplicagao, satisfazendo os seguintes axiomas:
1) a+b=>b+ a, para todo a,b € K (comutativa da adi¢do).
2) a+ (b+c) = (a+b) + ¢, para todo a,b,c € K (associoativa da adigao).
3) Existe 0 € K, tal que a + 0 = a, para todo a € K (elemento neutro da adi¢ao).
4) Dado a € K, existe (—a) € K tal que a + (—a) = 0 (existéncia do oposto).
5) (ab)c = a(bc), para todo a,b, c € K (associativa da multiplicagao).
6) ab = ba, para todo a,b,c € K (comutativa da multiplicagao).
7) Existe 1 € K tal que a-1 = a, para todo a € K (elemento neutro da multiplicagao).

8) Para todo a € K, a # 0 existe um tnico b € K tal que a-b = 1. Denotamos b por

a~!. (elemento neutro da multiplicagio).

9) a(b+ ¢) = ab + ac, para todo a,b,c € K (distributiva da multiplicagdo em relagao

a adigao).

Exemplo: O conjunto dos ntimeros reais, com as operagoes usuais de adigao e multi-

plicacao é um corpo.

Exemplo: O conjunto dos niimeros inteiros Z, com as operagoes usuais de adigao e

multiplicagao nao é um corpo, pois 2 € Z, porém nao existe b € Z tal que 2-b = 1.

Teorema: Se p é primo, entao Z, é corpo.

Em particular, para p = 2.

Observacao: Isso implica que Z, se comporta em muitos aspectos como os nimeros
reais, além disso podemos usar muitos resultados que foram enunciados para os R. Por

exemplo, escalonamento para resolver sistemas lineares.

Resultado importante: Se A é uma matriz quadrada com entradas em um corpo K,
entdo A é invertivel se, e somente se, det (A) é invertivel em K. Em Z,,, com m > 1,
uma matriz A é invertivel se, e somente se, mdc (det (A), m)=1. Em nossa pesquisa
como o foco é trabalhar em Z,, para m = 2, temos que se det (A) =1 (mod 2), entdo A

é invertivel em Zo, ja que mdc(1,2) = 1.
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5 Python

5.0.1 O que é Python?

Conforme o artigo Python e Orientagao a Objetivos publicado na plataforma Alura,
tem-se que: "Python é uma linguagem de programacao interpretada, orientada a objetos,
de alto nivel e com semantica dinamica [...] Python suporta médulos e pacotes, que
encoraja a programacao modularizada e reuso de cédigos”.

Dentre a sua gama de possibilidades, Python também pode ser utilizado para resolver

calculos, dentre eles: sistemas lineares.

5.0.2 Sistema de Equacgdes Lineares em Python
A maneira mais pratica de resolver sistemas desse tipo em Python é utilizando a fungao
np.linalg.solve. Essa fungao resolve sistemas lineares na forma:
Axr =b

O método numérico utilizado na fngao np.linalg.solve é uma decomposicao LU com

pivotamento particial e permutagao das linhas (KAGGLE, 2020).
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6 Lights Out

Boa parte desse capitulo utiliza ideias da tese de mestrado [2], que faz uma andlise de
alguns casos especificos, sao eles: 2x2,2x3,3x3,4x4eb5x5. J4dno artigo [11] sdo feitas
duas analises do jogo, o trabalho é estruturado em duas colunas em que a da esquerda é
tratado como um problema logico e a da direita como um problema de Algebra Linear, e
esta que serd mais importante para os nossos objetivos. Além disso, vale destacar outras
duas publicagoes feitas por Goldwasser et al. em que [1] trata o jogo como um problema
da ciéncia da computacgao e apresenta alguns resultados mais espeficicos sobre o caso 3 x 3,
ja a publicagao [] exibe uma séries de resultados para os jogos no formado k x n. E por
fim, usando a tese [13] que também abordou o jogo na perspectiva k x n. A presente
pesquisa tem como foco evidenciar resultados tedricos sobre a existéncia da solucao dos

jogos 2 x n, onde n € N e usufruir do Python, a fim de mostrar a solucao.

Lights Out é um jogo que foi desenvolvido em 1995 pela Tiger Eletronics. Ele é
composto por 25 botoes, dos quais hé alguns acesos e outros apagados e o objetivo do
jogo é acionar a menor quantidade de botoes, a fim de que todas as luzes sejam desligadas.
Posteriormente, também foram lancadas outras versoes, tais como: o Mini Lights Out que

possui o formato 4 x 4 e o Lights Out Deluxe no formato 6 x 6.

Fonte: DELGADO (2007 apud Agostin, 2020)

Figura 2 — Jogo Lights Out.

O jogo possui 25 botoes que podem ser representados pelos elementos de uma matriz
5 x 5 em que cada um representa o estado de uma luz, isto é, acesa ou apagada. Sendo
assim, quando um botao é acionado, seu estado é alterado, assim como todos os botoes
vizinhos verticais e horizontais. Dessa forma, dada uma configuracao inicial o objetivo do
jogo ¢é apagar todas as luzes.

Abaixo segue um exemplo em que na configuragao inicial estd acesa apenas a luz
central e exibe uma série de movimentos mostrando o funcionamento do jogo.
Definicao: Um jogo sera dito solucionavel se dada qualquer configuracao inicial existe

uma sequencia de botoes que podemos pressionar para desligar todas as luzes.
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Fonte: Agostin (2020).

Figura 3 — Funcionamento do Jogo na versao 3x3

Veremos mais adiante que:
a) Pressionar um botao duas vezes é equivalente a nao pressiona-lo.

b) A ordem em que os botdes sdo acionados nao faz diferenca.

6.1 Ideia da modelagem do Jogo Lights Out na configuracao 2 x 2

Consideremos, inicialmente, que o jogo contenha duas linhas e duas colunas.

2
314

Vamos verificar o que acontece quando pressionamos cada botao, sendo que inicial-
mente todas as luzes estao desligadas. Esta investigagao serd necessaria para definir a
matriz associada ao jogo.

Denotaremos por C} o vetor que representa estado que se encontra o jogo a partir do
momento que pressionamos o botao 1, supondo todas as luzes desligadas, coforme figura
abaixo. As trés primeiras componentes de C] sao iguais a 1 e isso indica que as luzes
1, 2 e 3 estarao acesas. Ja a quarta componente ¢ igual a 0 que indica que a luz 4 esta

desligada.

1] 2 1] 2
N = ¢y =(1,1,1,0)
304 3|4

Analogamente, definimos Cy o vetor que representa estado que se encontra o jogo
a partir do momento que pressionamos o botao 2, supondo todas as luzes desligadas

inicialmente.

= — Cy=1(1,1,0,1)
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Analogamente, os vetores C3 e Cy representam estado que se encontra o jogo a partir
do momento que pressionamos os botoes 3 e 4, respectivamente, supondo todas as luzes

desligadas inicialmente.

1] 2
3 = C5 = (1,0,1,1)
34 3] 4
1] 2
SN — Cy=(0,1,1,1)
34 3| 4

Para transformar o jogo em um problema de Algebra Linear vamos definir a matriz

A, onde o vetor C; é a i-ésima coluna de A:

A: Cl CQ Cg C4:

SO = =
— O =
_ = O
— = = O
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6.2 Modelagem do Jogo Lights Out

As ideias da modelagem desta secao estao baseadas na tese de [2].

Como héa apenas dois estados que cada tecla do jogo se encontra, ligada ou desligada,
podemos representa-las por elementos de Zy em que 1 representa quando a luz estiver na

posicao ligada e 0 caso estiver desligada.

Posto isso, vamos estabelecer uma estratégia para resolver o jogo em qualquer for-
mato (ndo somente na forma de um quadrado), utilizando tépicos de Algebra Linear.
Observamos os botdes como entradas de uma matriz M = [m;;]kxn. Chamamos de
S = (mll, M2,y eeey Mp, M1, 122, ...y Mop,y ..., mkn) o vetor coluna que representa a con-
figuracao inicial (de luzes acesas ou apagadas). Seja C}, o vetor coluna que aponta quais
luzes sao acesas quando o botao j é acionado, considerando que todas as luzes estao ini-
cialmente apagadas, com 7 = 1,2, ...,q e onde ¢ denota o nimero de botdes que o jogo

possui e x; = 0,1 com ¢ = 1, ..., ¢ que indica se o botao ¢ foi acionado ou nao.

A configuragao inicial do jogo S é um vetor contendo apenas os numeros 0’s e 1’s.
Analogamente, C; com j = 1,2, ..., ¢ s@o vetores cujas coordenadas também sao 0 ou 1,
pois expressam a configuragao de todos os botdes quando é selecionado o botao j. Assim,
z;C; com j = 1,2,...,q pode indicar que o botao j foi pressionado, quando z; = 1 e,
portanto, temos a configuragao de quais botoes foram acesos e apagados nesse processo,

ou apenas o vetor nulo se z; = 0, que indica que o botao j nao foi pressionado.

Dessa forma, precisamos determinar os valores de x; com j = 1,2,...,¢, para que
quando adicionarmos a configuracao inicial com cada z;C}, o resultado seja o vetor

nulo. Em outras palavras, devemos resolver a seguinte equacao:
S+ 2,01 + 220y + -+ 2,0, =0,
onde 0 ¢é o vetor nulo, ou seja, representa todas as luzes desligadas.
Note que, S = —S (mod 2), portanto, podemos reescrever a equagao acima como
210y + 2205 + -+ 2,0, = 5.
Definimos A a matriz formada pelos vetores coluna Cf, ..., Cy, ou seja,

A: [Cl CQ Cg C4 Cq
Se X ¢é a matriz coluna formada por zi,xs, ..., 74, podemos representar a equagao

acima no formato matricial: AX = 5. !

1 Note que a partir da equacdo acima e a sua representacio matricial, também é possivel a partir de uma

configuracao inicial que esta toda desligada fazer movimentos até chegar na configuragao B desejada.
Porém, o objetivo do jogo é fazer o processo inverso. Apenas para fins de curiosidade a matriz A é
chamada nos outros artigos de Matrix Push.
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Note que, se o jogo é de tamanho k X n, a matriz A associada é quadrada de ordem
kn, pois como ha k linhas e n colunas, entao ha kn botoes e para cada um haverd um
vetor coluna. Como estamos interessados em jogos 2 X n e n X 2, as matrizes serao de

ordem 2n.

Agora provaremos o seguinte resultado importante:
Proposicao:
(a) Pressionar um botao duas vezes é equivalente a nao pressiond-lo.

(b) A ordem em que os botdes sdo acionados nao faz diferenga.
Demonstragao:
(a) Considerando a equagao
21Cy + 220y + -+ 2,0, =95
lembre que x; € 0 ou 1, o que implica que clicar duas vezes no mesmo botao £ seria

110+ 2500+ +1-Cl+1-Cp -+ 2,0, = 21Cy + 2505+ +2-Cp 4+ - -+ 2,0,

Mas, 2 =0 (mod 2) e assim temos que a expressao fica

210y + 2205 + -+ - +0C, + - - - + 2,0,

Portanto provamos que clicar duas vezes em um botao é a mesma coisa que nao

clicar.

(b) Note que nosso objetivo é demonstrar que 1 * C; + 1% C; = 1% C; +1xC; o
que é 6bvio, uma vez que a soma de vetores e ou matrizes, vale a comutatividade,
portanto, 1 xC; +1xC; =C; +C; =C; +C; = 1xC; + 1+ C;. U
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6.2.1 Jogo 2 x 2

Consideremos, inicialmente, que o jogo contenha duas linhas e duas colunas.

314
J4& construimos acima a matriz A.
1 11
110
A=
1 01
01 1

— = = O

No exemplo abaixo resolvemos o jogo com determinada configuracao inicial.

Exemplo: Considere a seguinte configuragao inicial

1

2

3

4

Note que o vetor S que representa a configuracao inicial é:

S = O =

Nosso objetivo é resolvermos a equacao AX = S e um dos métodos que podem ser

utilizados é o escalonamento, escrevendo como matriz completa.

415]-

O = ==

Obtemos a seguinte matriz equivalente

111
010
0 01
000

_ O = =

_ = = O

T e R Y

= = O =

O = O =

Ou seja, 1 = 0,29 = 1,23 = 0,24 = 1. Além disso, é facil notar olhando para a

matriz equivalente que o det A =1 (mod 2), ou seja, existe solu¢ao e é tnica.
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E a ordem que os botoes sao pressionados nao interfere na solugao

214 1124512
3[4 314 3

Apesar do método do escalonamento funcionar, & medida que trabalhamos com jogos
em configuragdes maiores ele nao se torna pratico, uma vez que para cada caso se torna

necessario refazer o escalonamento, logo, ele nao permite uma generalizacao.
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6.3 Deducao da solu¢ao da configuracdo 4 x 2

Antes de comecarmos a desenvolver os cédlculos faz-se necessario evidenciar que esta
pesquisa propoe um estudo do jogo na configuracao 2 x n, porém as matrizes quando
trabalhamos em uma configuracao k£ x 2 permitem uma melhor manipulacao algébrica.
Além disso, sera demonstrado um resultado que nos fornece que a solubilidade da confi-
guracao 2 X n e n X 2 sao as mesmas, ou seja, se existe solugao na primeira, entao existe
na segunda e vice e versa.

O jogo possui quatro linhas e duas colunas.

112
314
516
718

A ideia é estabelecer um resultado tedrico que permita concluir se essa configuragao
é solucionavel ou nao, isto é, se dada qualquer configuragao inicial existe solugao. Para

isso, é necessario conhecermos quem é a matriz A associada que é de ordem 8.

o
I

C, Cy Cs Cy Cs Cy Co 08] _

O O O O OO = ==
O O O O = O = =
O O O = = = O =
O O = O = = = O
S = == = O O
— O = == O O O
— = O = O O O O
—_— == O O O O O

Note que podemos escrever a matriz A em blocos:

R I OO

A:IRIO’OndeR:11J:1()eO:00_
O 1 R I 11 0 1 0 0
OO0 IR

Observe que I é a matriz identidade e O é a matriz nula todas de ordem 2.
Lembrando que o nosso objetivo é afirmar a existéncia de solugoes da equacao AX = S,
para o jogo 4 X 2 em que S é o vetor associado a configuragao inicial, portanto o vetor S

possui 8 coordenadas.

Apesar de ser possivel fazer o escalonamento nao é viavel devido ao tamanho da matriz

entao, baseado no trabalho [11], ao invés de trabalharmos com um sistema 8 x 8 podemos
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utilizar a matriz acima A (escrevendo ela como 4 x 4), em seguida podemos escrever os

vetores X, S como

X1 S1
X2 S2
X = S = ,
€3 53
) 54

dividindo em subvetores z; e s;, cada um com duas componentes. Consequentemente,

podemos reescrever como um sistema menor da seguinte maneira:

R I O Of |z $1
I R I O] |z e
O I R I]| |x3 B S3
O O I Rl |x Sy

Além disso, podemos transformar AX = S em uma equacao equivalente 0 = AX + 5,

pois A = —A (mod 2) (estamos em Zs).

Temos que JX = JX + AX + S vale para qualquer matriz J de ordem 4, cujos

elementes sao matrizes 2 x 2.

Conforme feito em [11], escolhemos a matriz J indicada abaixo.
O 1 O O
7 O 0 I O
oo o1
O 0O O O
R O O O
I R O O
Observe que A + J =
O I R O
O O I R

Portanto, a equagao acima pode ser reescrita na forma JX = (A4 J)X + S e assim

obtemos o seguinte sistema

Ty R O O Of |xn $1
r3| |1 R O O] |z n 59
x4 O I R Of |x3 S3

0 O O I R| |z4 Sy
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Ty Rxq1 4+ s1

r3|  |a1+ Rxo + s9
T4 B To + Rxs + s3
0 T3+ Rxy + 54

E facil ver que podemos escrever x5 em termos de x1 e s1, assim como podemos escrever

x3, x4 em termos de x; e S. Portanto, podemos reescrever o sistema assim como:

»|] [B, B, 0 0 o] |"
x| |B. B By, 0 of|”
| |Bs B, B, By, O] |™
0 By Bs By, B, B 23

4

quueB():I,Bl:ReBi:Bi_2+R~Bi_1,sei>2.

Observacao: O objetivo do presente trabalho ¢é tratar a existéncia de solugao de maneira

tedrica, porém as solugoes serao obtidas utilizando a linguagem Python.

Note que criamos uma equagao matricial que usa apenas x; e o vetor S que representa
a configuracao inicial, ou seja, os s; da matriz acima sao conhecidos e assim é suficinete
encontrar x; e a partir dele descobrir as demais incégnitas. Observando a tultima linha

temos que

0 = Byxy + B3s; + Bysy + Biss + Bysy.

Como estamos trabalhando em médulo 2 (—Byxry = Byx; (mod 2)) segue que

B4£L'1 = BgSl + BQSQ + 3153 -+ 3084.

Agora temos um sistema para encontrar xp, pois os s; e 0os B; sao conhecidos. Como
0 n0sso objetivo é tratar apenas a existéncia de solugao, [11] e [13] chamam o lado direito

da equagao de gathers(s), uma vez que nao tera tanta importancia.
Assim temos que resolver Byxy = gathers(s).
Lembrando que By=1,By=Re B;=B; o+ R- B;_1,1 > 2, temos
By=B +R-Bo=R+R(By+R-B))=R+R+R-R-B =2R+R*=R?
By=By+R-Bs=(Bg+R-B))+R' =1+ R>+ R

2 2| [0 0
2 2|

0 , pois estamos resolvendo médulo

Como R =

1] )
. segue que R* =



6.3. Deducdo da solugdo da configuracao 4 X 2 31

Entao R* =

10
eassimB4:I:[ ]
0 1

Logo a equagdo Byry = gathers(s) é equivalente a Iz, = gathers(s) e entao x; =

gathers(s).

Portanto, existe x; e a partir disso conseguimos encontrar xs, r3, x4, mostrando que o

jogo 4 x 2 é solucionavel.
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6.4 Jogo 2 X 2 em outra perspectiva

J& haviamos criado a matriz A associada a essa configuracao anteriormente.

1110

1101
A=

1 011

0111

Faremos uma anadlise semelhante a anterior. Note que podemos reduzir ainda mais a

matriz A escrevendo-a como uma matriz por blocos

11
R= J=

Ao invés de usarmos a equagao AX = S faremos JX = (A+ J)X + 5, em que

R I
I R

O 1
O O

A:

Ta| R O X1 i S1
0 I R T2 S92
Analogamente, podemos reescrever como

€

i) Bl BO 0
= S
0 By, B, Bl |
S92

Através da ultima linha obtemos 0 = Byxy + B1s1 + Bpsy. Pelo mesmo motivo anterior
podemos escrever a tltima linha como, Byxy = gathers(s).
By=By+R-By =1+ R?

Assim como calculado acima, obtemos de R?:

R 0 0
0 0
Portanto, Bo = I o que implica z; existe, logo, o jogo neste formato é solucionavel.

Ou seja, dada qualquer configuracao inicial, sempre ha solucao.
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6.5 Teoremas e Resultados sobre a existéncia de solucdo dos jogos

kx2e2Xmn

O presente trabalho concentra no estudo de configuragoes 2 x n, ja os trabalhos de
[11], [1], [0] e [13] fazem uma anédlise k x 2, ou seja, eles fixam o nimero de colunas igual
a 2 e variam o numero de linhas. Porém em um dos resultados apresentados em seguida

veremos que a existéncia de solugao nao muda.

Para cada jogo no formato k x 2 as matrizes R, I, O sao:

1
0]70_[0 0]'
01 00

Lema 1: Sejam By=1,B1=Re Bp;1 = R-B,_1+ Bp_o, para k > 1.
Para todo £ inteiro nao negativo temos que Bop = I, R+ Bogy1 = O, Byxy1 = R e Bypi3 =

0.

Demonstracao: Comecamos calculando alguns valores de Bj:

By=R-Bi+By=R-R+1=R*4+1=0+1=1
Bs=R -By+Bi=R-I+R=R+R=0.
By=R-Bs+By,=R-O+1=0+1=1.
Bs=R-By+B3=R-1+0O=R+0=R.

Agora vamos provar o resultado por indugao.

Base de indugao: Se k = 0, entao
BQ.O :[,R'BQ.0+1 == RBl == RR: O,B4.0+1 == Bl - Re B4.0+3 == Bg - O

Hipétese de Indugao: Supoe que
Bop =1, R- Bogy1 = O, Bygy1 = R e By 3 = O vale até um certo k£ > 0.

Passagem de Inducao: Vamos provar para k + 1:

Bojio = R+ Bop1 + By, =1 O+ T =1.

Assim fica provado que B, = I, se n for par.

R-Boypi3=R-(R-Bopio+ Bopy1) =R-R- I+ R- By, =10+ 0=0.

Bujprs = R-Bygia+ Bygrs=R-I+0O0=R+ 0 =R.

Bygi7 =R -Byy¢+ Bayss=R- I+ R=R+ R=0.

Portanto segue o resultado. [

Teorema 1: Para todo jogo com a configuragao 2k x 2 possui solugao.
Demonstracgao: Para qualquer jogo de configuracao 2k x 2, a solubilidade sera determi-

nanda pela matriz Byi. Pelo lema 1, By, = I e entao todo estado inicial admite solugao.

O
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Corolario 1: As matrizes associadas aos jogos (2k + 1) X 2 nao sao invertiveis, logo nem
sempre ha solugao para uma determinanda configuragao inicial.

Demonstragao: Se n é um inteiro positivo impar, entao n = 4k + 1 ou n = 4k 4+ 3. No
lema 1 povamos que By = R e By 3 = O. Entao, temos que as matrizes B,, se n é um

inteiro positivo impar nao sao invertiveis, logo nem sempre possuem solucao. [

O seguinte resultado é de suma importancia, uma vez que os artigos pesquisados
tratam o jogo no formato k x 2, enquanto que o foco dessa pesquisa é a configuragao

2 X n.
Proposicao: O caso k x n tem a mesma solubilidade do caso n x k.

Demonstracao: Lembre-se de que geramos a matriz A, a matriz de pressionamento de
botao, considerando o efeito de apertar cada botao. Ou seja, a rotulagem dos botoes, no
entanto, foi essencialmente arbitraria.

O tabuleiro k£ x n é essencialmente o tabuleiro n x k girado, entao a matriz A corres-
pondente serd gerada renomeando os botoes, porém as relagoes entre eles continuam as
mesmas. Isso significa que podemos passar de A,, (matriz do jogo k X n) para a matriz
Aj (matriz do jogo n X k) através de uma série de trocas de linhas e colunas. Assim,
ambas as matrizes possuem a mesma dimensao do espaco nulo e, portanto, representarao

sistemas com a mesma solubilidade. I

No exemplo a seguir transformaremos o jogo 3 X 2 em um jogo 2 x 3 confirmando
o resultado acima e, posteriormente faremos um exemplo em que o objetivo é exibir
o corolario 1, isto é, mostrar que quando tratamos um jogo que o nimero de colunas

(linhas) é fmpar, implica que pode ou nao haver solucao.

Exemplo: O jogo 3 x 2.

Tem como matriz de pressionamento de botao.

(1110 0 0
110100
41O LT 10
011101
001011
0001 1 1]

Girando a placa, obtemos a seguinte rotulagem:
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1-1|3—=2|5—3
2—-414—-5|6—=6

Portanto, isso explica a trocas de linhas e colunas e assim temos como matriz

AQZ[Cl Cy 03 Cy 05 CG:| — [Ol 03 05 Cy C4 Cﬁ

Ficando com a seguinte matriz

1 11000 110100

110100 1 001 10

1 01 110 1 11010
AQZ —

01 1101 010111

001011 01 1001

0001T11 001 011

Porém, agora note que as matrizes associadas aos jogos sempre sao simétricas, por-

tanto, também faremos trocas nas linhas, ou seja, a nova matriz terd como linhas

G
Cs
Cs
Cs
Cy
Cs

Isto é,

SO~ R R O
_ = O =k O O
_ O V) Rk =R O
_ ==, O O O
O R R O O =
e i = e =)

_ o = O O

O O = O =
[ I e
_ o O = = O

O O O ===
o O = O = =

1

E esta ultima matriz representa o jogo 2 x 3. E esse resultado permite darmos conti-

nuidade ao foco de pesquisa que trata do Ligths-Out nessa nova configuracao.

Exemplo: Vamos ilustrar dois exemplos no jogo 2 x 3 um que nao ha solucao e outro

que existe, porém ocorre um fato interessante.

Caso 1: Considere inicialmente a seguinte configuracao de luzes

g
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Portanto, nosso objetivo é resolver o sistema AX = S, isto é,

(1 10100 | 1]

1110101

01 100110
41] =

10011010

0101111

001011 | 0]

Utilizando operacoes elementeares na matriz amplicada, obtemos um sistema equiva-
lente:

(110100 | 1]

01 100110

0010111
415]=

00010T1]O0

000O0O0OO0O]/]1

000000 ] 0]

Note que da pentltima linha, temos que 0 = 1, o que é um absurdo. Portanto, ¢é

impossivel apagar todas as luzes da configuracao dada.

Caso 2: Suponhamos agora que o jogo tenha como configuragao inicial:

3
4 6
(1 10100 | 1]
11101010
01 1001 1
415 = '
1001101
01 0111]0
0010111
Fazendo o processo de escalonamento, obtemos
(1 10100 | 1]
0110011
001011 1
415 = '
00010110
000O0O0OO0OT]|O
000000 | 0]

—

Portanto, a solucao do sistema é S = (x5 + x¢ + 1, x5, x5 + 6 + 1, 6, T5, T6)-
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Se x5 = 0 ha duas possibilidades para xg.

Se x5 = 0 e xg = 0, temos como solucao S = (1,0,1,0,0,0)

L1l 2l 35012
= =
45| 6 4156 415

Se x5 = 0 e rg = 1,temos como solucao S = (0,0,0,1,0,1)

1123|412 3|6 |1]|2
— —
415| 6 41 5| 6 4

Se x5 = 1 também hé duas possibilidades para xg.

Se x5 =1 e xg = 0,temos como solucao S = (0,1,0,0,1,0)

o1 1123|5112
45| 6 41 5|6 415

Se x5 = 1 e xg = 1,temos como solugao S = (1,1,1,1,1,1)

) 2 1213,
— = =
4 415 4 51 6
3 4| 1] 2| 3]s 2 6
= = N =
4 53 41 5|6 41 5 4

Em que todas permitem solucionar o jogo.
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7 Analises e Solucoes

7.1 Jogos e Solugdes na configuragdo 2 x 2

Neste formato de jogo ha 2* = 16 possibilidades de configuracoes iniciais, serao apre-

sentadas mais algumas e suas respectivas solugoes, através do programa em Python.

Exemplo 1: Agora que ja compreendemos como funciona as matrizes A e S vamos utilizar
do programa em Python para resolver o jogo, que através dos resultados anteriores implica

que existe solugao.

3] 4

A partir do programa em Python obtemos como solu¢ao z = (1,1,1, 1)

Para que o leitor perceba a flexibilidade que a Algebra Linear nos proporciona traba-
lhar com esse tema, vamos apresentar diferentes maneiras de abordar a solucao, isto é,
usando vetores colunas e a propria modificagao nos jogos. Vale ressaltar que os nimeros

sobre as flechas representam o botao acionado.

O exemplo a seguir é analogo ao anterior, porém o intuito é apresentar uma outra

maneira de exibir o jogo.

Exemplo 2: Seja S = [1,1,1, 1], como foi dito acima através do programa em Python

encontramos como solugdo = = [1,1, 1, 1]

1 0 1 0 0
I 1 |0} 2 (1] s |1f 4 |[O
= = = -
1 0 0 1 0
1 1 0 1 0
Exemplo 3: S = [0,0,0,1], através da programagao em Python encontramos como
solugao = = [0, 1,1, 1]
219 1 3 2|4
= = —




40 Capitulo 7. Andlises e Solugoes

0 1 0 0
0 2 |1 5 |1 4 |O
= = —

0 0 1 0
1 0 1 0

Observacao Importante:
O presente trabalho concentra-se em abordar o objetivo do jogo que consiste em dada

uma configuracao inicial deseja-se apagar todas as luzes.

Porém, devida a modelagem do jogo, isto é, a equacao Axr = B, resultados citados
anteriormente e uma pequena observacao anterior, implicam que dadas uma configuracao
inicial P e uma configuragao final () (nao necessariamente toda nula) desejadas, é possivel

efetuar uma séries de passos, para que chegue no que se procura.

P—2* s MatrizNula —2— Q

\/

Tty
Fonte: autor.

Figura 4 — Passagem de configuragoes.

Em que o vetor z,y representam os botoes para resolver as configuragoes P e Q,

respectivamente.

Exemplificando, caso se deseje passar da configuracdo P = [1,1,1, 1] para a confi-
guracao @ = [0,0,0, 1], note que apresentamos acima as sequéncias de botoes, a fim de
que ambas chegassem no vetor nulo, ou seja, z = [1,1,1,1] e y = [0, 1,1, 1], implica que

z+y=11,0,0,0]. O que é ficil de verificar.
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7.2 Jogos e Solucdo na configuracdo 2 x 4

J4 nesse formato ha 28 = 256 possibilidades de configuracoes, pois hd 8 botdes que

possuem dois estados, ligado ou desligado.

Inicialmente vamos exibir o jogo usando a tabela retangular, posto que ela permite

uma facil compreensao visual do processo.

Exemplo 1: Consirando o jogo com a seguinte configuragao inicial:

11234
516 | 7|8

A partir do programa em Python obtemos como solu¢ao = = (0,0,0,1,0,1,1,1)

2134 8
— — — —
718 718 6 8
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Neste préximo exemplo além de exibirmos a imagem da solu¢ao em Python, utilizare-
mos da representacao como vetores coluna e os nimeros acima de cada flecha referem-se

ao botao que foi pressionado.

Exemplo 2: Consideramos a configuragao inicial com todas as luzes acesas. Usando o

Python para resolver:

[e, 1, 1,1, @, @, 1, @
[e, e, 1,1, 0, 8, 0,1
[1, 0, 0,0, 1,1, 0,0
[e, 1, 0,0, 1, 1, 1, @
[e, @, 1,0, 0,1, 1,1
[e, , 0,1, 0, 0,1,1
Determinante: 4,999999999999999
Determinante correto: 5.0

Digite o valor de b[1]: 1

[
Digite o valor de b[3]
Digite o valor de b[4]
Digite o valor de b[5]
Digite o valor de b[e]:
Digite o valor de b[7]
Digite o valor de b[8]
vetor de termos independ
[1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
Solucdo: [0.4 0.2 0.2 0.4 0.4 0.2 0.2 0.4]

0 menor valor em médulo ndo nulo é: ©.1999999999999999

ntes:

[ N e

novo vertor: [2.000000000000001, 1.0, 1. 9, 2. 1, 2. 13, 1. 7, 1. 7, 2. 1]

Novo vetor com erros de arredondamento corrigidos: [2. 1, 1. 1, 1. 1, 2. 1, 2. 1, 1. 1, 1. 1, 2. 1]
Novo vetor x em médulo 2: [e.e, 1.0, 1.0, 0.0, 0.8, 1.0, 1.0, ©.0]

Ps C:\Users\cesar\OneDrive\Area de Trabalho\Python> I

Fonte: autor.

Figura 5 — Solugao em Python.

Portanto, o vetor solugao é x = [0,1,1,0,0,1,1,0].

n
—_
>~

w
—_
N}
=~

=}
N}

-3

e e e e
\Lw

= = = e
w
=

_ = = O O = O O
~

SO O O O O O O

_ o O = O = = O

0

Exemplo 3: Suponhamos que o objetivo é partir de todas as luzes ligadas e chegar na con-
figuragao @ = [0,1,0,1,0,1,0,1]. Primeiramente, nosso objetivo serd saber Ay = Q). En-
contramos usando Python y = [0,0,1,0,0,0,1,0]. Como ja temos z = [0,1,1,0,0,1,1,0]
Agora, se a gente quiser sair da configuragdo com todas as luzes ligadas e chegar na

configuragao @, faremos = +y = [0,1,0,0,0,1,0,0].
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12 4], 1
= =
5 56 8 51 6
1] 0] 0]
1 0 1
1 0 0
1, (1] ¢ 1
= —
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

7.3 Regularidade nao demonstrada

Usando o cédigo em Python para resolver o sistema obtemos também o determinante

de cada matriz associada ao jogo. Segue a tabela dos determinantes de cada matriz:

Jogo 2 x n | Tamanho da matriz A | det A
2x2 4 x4 -3
2x3 6 <6
2 x4 8 X 8
2x5 10 x 10
2 %6 12 x 12 -7
2x 7 14 x 14
2x8 16 x 16
2x9 18 x 18
2 x 10 20 x 20 —11
2x 11 22 x 22 0
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8 CONCLUSAO

Foi deveras interessante partir de um simples jogo, Lights Out, modelar matemati-
camente e buscar resolvé-lo, uma vez que eu tenho um certo apreco por jogos e pela
investigacao. E notério que o campo da Algebra Linear apresenta conceitos que com
um grau de abstracao consideravel, contudo é um ramo extremamente importante e com
uma gama muito grande de aplicagoes. Sendo assim, este trabalho visa proporcionar uma

divertida aplicacao e que permite visualizar esses resultados teéricos.

Neste trabalho foi possivel concluir que os jogos no formato retangular 2 x 2n sempre
tem solucao, uma vez que as matrizes associadas a este jogo sempre sao invertiveis, em
contrapartida os casos 2 X (2n+ 1) nem sempre possuem solugao ou possuem mais de uma

solugao, visto que as matrizes associadas nao sao invertiveis.

Como sugestoes de leituras sobre este assunto, no artigo de [13] é tratado também do
caso mais geral k x n, além disso faz uma relacao com a sequéncia de Fibonacci. Mais
sobre estes resultados, podem ser encontrado no trabalho de [1] e [5] que exibe outros

teoremas e corolarios bem mais especificos.
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90 APENDICE

Apéndice A - Cédigo do desenvolvimento do Sistema de Equacoes

Para transformar os jogos 2 X n em uma matriz e a partir disso elaborar uma equagao
matricial foi utilizado o cédigo abaixo, uma observacao que vale salientar que ele pede
para o usuario inserir o tamanho da matriz, ou seja, o jogo 2 X 2 a matriz é de ordem 4,
0 jogo 2 X 4 a matriz é de ordem 8...

#Cria a matriz associada ao jogo de maneira automdtica, basta indicar o tamanho da matriz
#0 usudrio insere a matriz B que representa a configuracdo do jogo;

#Fornece a solucdo;
import numpy as np
import random
# Definir o tamanho da matriz
n = int(input ("Digite o tamanho da matriz: "))
# Criar uma matriz nzn nula
matriz = [[0 for j in range(n)] for i in range(n)]
#for i in range (0,n):
#for j in range (0,n):

#matriz [i][j]= int (input (f'Digite um wvalor para [{i},{j}]: '))

for i in range (0,n):

if (i==0):
for j in range (0,n):
if (3==1i):

matriz [i][j]l= 1
elif (j==i+1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==n/2):
matriz [i][j]= 1
elif (i==n-1):
for j in range (0,n):

if (§==1):
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matriz [i][j]= 1
elif (j==i-1):

matriz [i][j]l= 1
elif (j==(n/2)-1):
matriz [i][j]= 1

elif (i==(n/2) - 1):
for j in range (O,n):
if (§==1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==i-1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==n-1):
matriz [i][j]= 1
elif (i==(n/2)):

for j in range (0,n):

if (§==1):

matriz [i][j]= 1
elif (j== 0):

matriz [i][j]l= 1
elif (j==i+1):

matriz [i][jl= 1

else:
if (i <= (n/2) -1):
for j in range (O,n):
if (j==1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==i-1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==i+1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==i+(n/2)):
matriz [i][j]= 1
else:
for j in range (O,n):

if (j==1):

matriz [i][j]l= 1
elif (j==i-1):
matriz [i][j]l= 1

elif (j==i+1):
matriz [i][j]= 1
elif (j==i-(n/2)):



ol

matriz [i][j]l= 1

# Calcular o determinante da matriz usando a biblioteca NumPy

determinante = np.linalg.det(np.array(matriz))

# Imprimir a matriz e o determinante
print("Matriz:")
for linha in matriz:

print(linha)

#print ("Determinante: ", determinante) #colocar um if para informar se hd solug@o Unica ou

determinante_rounded = round(determinante, 2) # arredonda para 2 casas decimais

print("Determinante correto:", determinante_rounded)

# Cria um vetor de termos independentes com valores inseridos pelo usudrio
b = np.zeros(n)
for i in range(n):

bl[i] = float(input(f"Digite o valor de b[{i+1}]: "))

#Cria um vetor de termos indepentes que possut apenas o elemento 1
c= np.zeros(n)
for j in range(n):

cljl =1

# Imprime a matriz e o vetor

#print ("Matriz: ")

#print (matriz)

print("Vetor de termos independentes: ")
print(b)

#print ("A matriz auxziliar é€:", c)

Resolve o sistema linear

np.linalg.solve(matriz, b)

np.linalg.solve(matriz, c)

H oS OX R
[

Imprime a solucdo
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print("Solugdo: ", x)

#print ("Solugcdo auxziliar: ", y)

# Encontra o menor elemento nd@o nulo em médulo do vetor y
valores_nao_nulos = [valor for valor in y if valor != 0]
if valores_nao_nulos:
valores_absolutos = [abs(valor) for valor in valores_nao_nulos]
menor_valor_absoluto = min(valores_absolutos)
print ("0 menor valor em médulo n&o nulo é:", menor_valor_absoluto)
else:

print("N&o ha valores n#&o nulos no vetor x")

# Divide todos os elementos do vetor x pelo menor valor absoluto encontrado

x = [valor/menor_valor_absoluto for valor in xJ

print ("novo vertor:", x)

for i in range(len(x)):
if abs(x[i] - round(x[i])) < le-6: # werifica se a diferenca é prozima a 0.999999
x[i] -= 1le-10 # subtrai uma quantidade muito pequena
x[i] = round(x[i]l) # arredonda o valor resultante
x[i] += 1le-10 # adiciona novamente a quantidade muito pequena

#print ("Novo vetor com erros de arredondamento corrigidos:", x)

# Divide todos os elementos do vetor x pelo menor valor absoluto encontirado
x_mod_2 = [(valor // menor_valor_absoluto) 7% 2 for valor in x]

print ("SOLUGAQ FINAL (vetor x em mod 2):", x_mod_2)



]

ApéndiceB - Cddigo que gera o jogo automaticamente
O codigo abaixo permite que o usuario troque o numero de colunas, porém a confi-

guracao inicial é gerada aleatoriamente.

#Jogo que gerado aleatoriamente, porem e possivel modificar o tamanho de 2zn

#Na linha 62 permite modificar o numero de colunas

import tkinter as tk

import random
class LightOut:

def __init__(self, master, cols=10):
self .master = master
self.rows = 2
self.cols = cols
self .buttons = []

self.create_board()

def create_board(self):
for i in range(self.rows):
row = []
for j in range(self.cols):
button = tk.Button(self.master, bg='white', width=2, height=1,
command=lambda i=i, j=j: self.switch(i, j))
button.grid(row=i, column=j)
row.append (button)
self .buttons.append(row)

self.randomize_board()

def randomize_board(self):
for i in range(self.rows):
for j in range(self.cols):
if random.random() < 0.5:

self.switch(i, j)

def switch(self, i, j):
self.toggle_button(i, j)
if i > 0:
self.toggle_button(i-1, j)
if 1 < self.rows-1:

self.toggle_button(i+1, j)
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def

def

root =

if j > O:
self .toggle_button(i, j-1)
if j < self.cols-1:
self.toggle_button(i, j+1)

if self.check_win():

tk.messagebox.showinfo('Light Out', 'Vocé& Ganhou!')

self .master.destroy()

toggle_button(self, i, j):

if self .buttons[i][j]['bg'] == 'white':

self .buttons[i] [j1['bg'] 'black'
else:

self .buttons[i] [j1['bg']

'white'

check_win(self):
for i in range(self.rows):

for j in range(self.cols):

if self.buttons[i]l[j]1['bg'] ==

return False

return True

tk.Tk ()

root.title('Light Out')

game = LightOut(root, cols=6) #Modificar a quantidade de colunas

root.mainloop()
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ApéndiceC -O nimero de colunas e a configuragao inicial sao fornecidas pelo usuario
O codigo abaixo permite que o usudrio insira o numero de colunas e a configuracao

inicial, ha no proprio cédigo comentarios que buscam explicar como ele funciona.

#Jogo em que a configuracdo inicial € fornmecida pelo usudrio, assim como o numero de colu
#Primeiramente, na linha 63 faca a alteragc@o no niumero de colunas;

#Em seguida na linha 62 "initial_board = [[1, 0], [1, 0]]" a primeira chaves represente a
import tkinter as tk

class LightOut:
def __init__(self, master, rows=2, cols=5, initial_board=None):
self .master = master
self.rows = rows
self.cols = cols
self.buttons = []

self.create_board(initial_board)

def create_board(self, initial_board):
for i in range(self.rows):
row = []
for j in range(self.cols):
if initial_board and initial_board[i][j] == 1:
button = tk.Button(self.master, bg='black', width=2, height=1,
command=lambda i=i, j=j: self.switch(i, j))
else:
button = tk.Button(self.master, bg='white', width=2, height=1,
command=lambda i=i, j=j: self.switch(i, j))
button.grid(row=i, column=j)
row.append (button)
self .buttons.append(row)

def switch(self, i, j):

self.toggle_button(i, j)

if i > O:
self.toggle_button(i-1, j)

if 1 < self.rows-1:
self.toggle_button(i+1, j)

if j > O:
self.toggle_button(i, j-1)

if j < self.cols-1:
self.toggle_button(i, j+1)
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root

def

def

if self.check_win():

tk.messagebox.showinfo('Light Out', 'Vocé& Ganhou!')

self .master.destroy()

toggle_button(self, i, j):

if self.buttons[i]l[jl['bg'] == 'white':

self .buttons[i] [j1['bg'] 'black'
else:

self.buttons[i] [jI1['bg']

'white'

check_win(self):
for i in range(self.rows):

for j in range(self.cols):

if self.buttons[i][j]1['bg'] == 'black':

return False

return True

tk.Tk()

root.title('Light Out')

# Define a configurac@o inictal dos botdes

initial_board = [[1, 1, O, 1, 1, O, 1, 1],

(o, ¢, o, o, 1, 0, 0, 111

game = LightOut(root, rows=2, cols=8, initial_board=initial_board)

root.mainloop()



	Folha de rosto
	Resumo
	Sumário

	Introdução
	Justificativa
	Objetivos
	Organização do Texto

	Uma breve contextualização histórica
	SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES, MATRIZES E DETERMINANTES
	Sistemas de Equações Lineares
	Métodos Diretos para Resolução de Sistemas Lineares

	Conjuntos Geradores
	Dependência Linear
	Base, Dimensão e Subespaços
	Matrizes Invertíveis


	CONGRUÊNCIAS
	Congruência
	Classes Residuais
	Operações com Classes Residuais
	Corpo

	Python
	O que é Python?
	Sistema de Equações Lineares em Python

	Lights Out
	Ideia da modelagem do Jogo Lights Out na configuração 2 2
	Modelagem do Jogo Lights Out
	Jogo 2 2

	Dedução da solução da configuração 4 2
	Jogo 2 2 em outra perspectiva
	Teoremas e Resultados sobre a existência de solução dos jogos k 2 e 2 n

	Análises e Soluções
	Jogos e Soluções na configuração 2 2
	Jogos e Solução na configuração 2 4
	Regularidade não demonstrada

	CONCLUSÃO
	Referências
	APÊNDICE

